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Presentacion

A lo largo del siglo XX y de lo que llevamos del siglo XXI, el desarrollo de
modelos matematicos bajo incertidumbre, conocidos como modelos estocasticos,
ha crecido de forma exponencial. El desarrollo matematico de las propiedades de
los procesos estocasticos, la capacidad de los ordenadores actuales para realizar
estudios de simulacién altamente sofisticados, y la necesidad de modelizacién
de las dinamicas de las variables de interés en contextos de incertidumbre,
han supuesto un gran avance del estudio tedrico y aplicado de los procesos
estocasticos.

Hoy en dia, existen gran cantidad de libros de procesos dedicados al estudio
de las propiedades matematicas. Las aplicaciones de estas propiedades han
contribuido en gran parte a la proliferacion de derivados financieros. Asi, en
1997 el Premio Nobel de Economia fue para Robert C. Merton y Myron S.
Scholes, por contribuir a las ciencias econémicas, con un nuevo método para
determinar el valor de los derivados. Esto ha supuesto que las aplicaciones
de los procesos estocasticos a la valoracién de activos financieros haya tenido
un recorrido propio y extenso en la publicacién de libros y articulos. Sin
embargo, no son habituales los libros dedicados a resolver ejercicios concretos
de caracter aplicado. Desde la préactica docente, las autoras entendemos que un
libro dedicado a resolucién de ejercicios resultara de gran ayuda para quienes
tengan una formacion basica de procesos y calculo estocastico y quieran realizar
ejercicios practicos con aplicaciones cercanas y relacionadas con problemas
financieros. Por otra parte, entendemos que se trata de un complemento muy
adecuado para cualquier curso sobre procesos estocésticos y célculo de Ito.
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v INDICE GENERAL

En total, se enuncian y resuelven 89 ejercicios. Hemos elegido este niimero
como un homenaje a la belleza de los nimeros. Es el vigésimo cuarto nimero
primo, pitagérico 89 = 4-n+1, con n = 22, y el primer primo "Sophie Germain",
ya que 89 es el primer primo tal que 2-89+1 = 179 es a su vez un nimero primo.
Es ademas, nimero primo Eisenstein y pertenece a la sucesion de Fibonacci.
También es el niimero atémico del actinio, elemento representado en la portada
del libro. Por desgracia, se trata de un nimero maldito por el gobierno chino,
por ser el afio de las protestas en la Plaza Tiananmén.

Este libro consta de tres grandes bloques de ejercicios: un primer bloque
con ejercicios de probabilidad, otro relativo a los ejercicios correspondientes a
procesos estocasticos, y un ultimo bloque dedicado al calculo integral estocéstico
(célculo de It0).

El primer bloque consta de 3 capitulos: ejercicios basicos, mixtura de
distribuciones y convergencias. A través de ellos se pretende que se adquiera
soltura con ejercicios de probabilidad.

El segundo bloque se compone de 5 capitulos, un primer capitulo en el que
se plantean ejercicios basicos y cuatro relacionados con procesos estocasticos
conocidos: cadenas de Markov, procesos de Poisson, procesos autorregresivos y
martingalas.

El altimo bloque es el dedicado al célculo integral. Para ello, en el Capitulo 9,
se proponen problemas relacionados con el movimiento browniano, incluyendo
un ejercicio dedicado al teorema funcional del limite. En el Capitulo 10 se
resuelven problemas de célculo de It6. Sera necesario adquirir destreza con
dichos problemas para poder resolver los ejercicios de representacion integral
de martingalas planteados en el Capitulo 11. Para terminar, el Capitulo 12 es
el relativo a la valoracion de derivados mediante Black-Scholes.

Al final del libro se incluyen las referencias en las que se puede encontrar la
teoria necesaria para la realizacion de los ejercicios.



Parte 1

PROBABILIDAD






CAPITULO ].

Ejercicios basicos

Ejercicio 1 Se plantea el siguiente juego. Hay dos urnas, A y B.
A contiene 100 bolas, de las cuales 5 estan premiadas. B contiene
10 bolas, de las cuales 1 estd premiada. El juego consiste en elegir
una urna al azar y después extraer una bola.

1) ¢Cudl es la probabilidad de obtener premio?

11) Se ofrece ahora la posibilidad de echar todas las bolas en una
unica urna. ;Cudl de los dos juegos es mds favorable?
Solucién

Sea G el suceso correspondiente a ganar premio. Sean A y B los sucesos
que corresponden a seleccionar las urnas A y B, respectivamente.

1) Por el teorema de la probabilidad total, para el primer caso

1 5 1 1

P, = P(A)-P(GIA)+P(B)-PGB) ==+ —+ -+ — =
\(G) = P(A) - P(GIA) + P(B) - P(GIB) = L - 105+ 5+ 15 = 0,075
11) Para el segundo juego,
6
P =— = 4
(G) = {15 = 0.0545

Por lo tanto, el primer juego es mas favorable.
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Ejercicio 2 En una habitacion en la que hay n personas, ;cudl es
la probabilidad de que al menos dos personas coincidan en la fecha
de cumplearios (sin considerar bisiestos)? Obtén la probabilidad
para n=10, 20, 30 y 40.

Solucion

Problema publicado por Zoe Emily Schnabel, en American Mathematical
Monthly en 1938, aplicado a la teoria de estimacion del total de poblacion de
peces en un lago.

Sea A el suceso en el que al menos dos personas cumplen afios el mismo
dia. Entonces, A¢ denota el suceso en el que no hay ninguna coincidencia.

365!

P(A) =1 — P(A%) =1 — Casos favorables 1 Vies —1_ (365—n)!
Casos posibles 365™ 365™
n = 10:
365!
P(A) =1~ 4225 = 0,169
n = 20:
365!
P(A) =1 — 205 = 04114
n = 30:
365!
|
P(A)=1-— ?%355;0 — 0,7063
n = 40:

365!

_ o @) _
P(A) =1 — o205 = 0.8012

En la Figura 1.1 representamos la probabilidad de que haya al menos una
coincidencia dependiendo del niimero de personas que se encuentran en la
habitacion. En él se observa que, a partir de 23 personas, esta probabilidad ya
supera el 50 %.

Ejercicio 3 En un concurso televisivo, el concursante elige entre
tres cajas numeradas del 1 al 3 y de las cuales inicamente una estd
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Figura 1.1: Probabilidad de alguna coincidencia en el cumpleanos en funcion
del nimero de personas.

premiada. El concursante elige la caja 1. Una vez hecha la eleccion,
la presentadora siempre abre una nueva posibilidad diciendo "le
voy a abrir, de las dos cajas restantes, una que no tiene premio
Yy, st quiere, puede cambiar su eleccion". En este caso le abre la
caja 2, mostrando que estd vacia y el concursante puede cambiar
su eleccion de la caja 1 a la caja 3. ;Qué debe hacer?

Solucion

iDEBE CAMBIAR! Este es el conocido problema de Monty Hall (problema
publicado por Steve Selvin, en American Statistician en 1975). Para demostrarlo,
denotemos por G el suceso en el que se gana el premio y por C, Cs y (3 los
sucesos premio en la caja 1, 2y 3 respectivamente. Al principio del juego, el
premio puede estar en cualquiera de las cajas con probabilidad 1/3 y, por el
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teorema de la probabilidad total,

P(G) = P(GNCy)+ P(GN{CUCs ) =P(C1) P(G|Cy)+ P(CoUCs) P(G|CoUCs)
_ ;P(G|Cl) + §P(0|02 UCs)

Sin cambiar: Solo gana si el premio estd en la caja 1. Sea P; la probabilidad
de ganar sin cambiar.

1 2 1
Pl(G) - §P1(G|Cl) + §P1(G|Cg U Cg) = g

Cambiando: Gana si el premio estd en el conjunto (2,3). Sea P, la probabilidad
de ganar cambiando a la caja 3.

1 2 2

La intuicion detras de este resultado es que al abrir la caja 2, la presentadora
esta aportando informacion. Si el premio estuviese en dicha caja, no la podria
abrir y tendria que haber abierto la caja 3.

Otra forma de resolverlo serfa considerando el suceso Ay: { Abrir caja 2 }.
Una vez que la ha abierto, las nuevas probabilidades de ganar son:

P(A|C)P(Cy)  1/2-1/3 1
P(A,) o123

Pi(G) = P(C1]Ag) =

PAG) = P(ClAs) = DT LS 2

ya que
Ejercicio 4 Sea X wuna variable aleatoria (v.a.) log-normal, es

decir, Y =log X sigue una ley normal N (u,0%). Obtén la funcién de
densidad de X wutilizando las reglas de cambio de variable.



Solucion

Tenemos que X=exp(Y). Se trata de una transformacioén invertible con lo
que

fx(@) = fr(g(x))lg'(x)]
donde g(z) = log(x), ¢'(z)=1/x,y

Fi(y) = ——exp {—1 (y . M)T

oV 2T 2 o

para y € R. Asi, X es una variable aleatoria con funcién de densidad

T o\ 2T 2

2
fX(:zc):l ! exp[ 1<1Og<:2_ﬂ)], para x = ¢e¥ > 0

Ejercicio 5 La v.a. X sigue una ley normal N(0,1). ;Cudl es la
funcién de densidad de Y = |X|?

Solucion

5,,

4,,

Y Y =3

2,,

1,,
e R TR eI
g X:3—3 X?):?) g

Figura 1.2: Representacion de la funcion YV = | X].

Como se puede apreciar en la Figura 1.2, no se trata de una transformacion
invertible, asi que no podemos utilizar directamente la férmula de cambio de
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variable. Consideremos la funcion de distribuciéon Fy (y). Para un valor y <0,
tenemos que Fy(y) = 0. Para el resto,

Fy(y) = P(Y <y)=P(X[<y)=P(-y <X <y)
= [ fxlw)dr = Fx(y) ~ Fx(-y) = 2Fx(0) - 1

Por tanto, para y > 0,
2 _y2/2
frly) =2/x(y) =4/ —e

Ejercicio 6 Sea X wuna variable aleatoria con funcion de distribu-
cion

0 x <0
FX(x)_{ l—e® >0

Calcula la funcion de densidad y la funcion de distribucion de
la via. Z =|X —1|.

Solucion

La funciéon de densidad de la v.a. X es

fr@ ={ on T30

De la Figura 1.3 queda claro que tenemos dos situaciones, cuando 0 < z <1y
cuando z > 1.

Para0 <z <1:

Fz(2) = P(Z<z)=P(X-1<2z)=P(—2+1<X<2z+1)
= Fy(z+41)—Fx(1—2)=e (173 (142
fz(z) = fx(z+

Paral < z:

Fy(z) = P(Z<2)=P(X<z+1)=Fx(z+1)=1-¢ 1+
fZ (Z) — e—(1+z)



4 .
3 Z =3
N 2
1 i
Z =0
0 : . : : : : : : >
0O 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
X
Figura 1.3: Representacién de la funcion Z = |X — 1| con algunos niveles
destacados.
Por tanto,
—(1-2) _ ,—(1+2) 0<z2<1
e e S22
FZ(Z):{ 1_67(1+z) 1< 2
f (Z) B 67(17,2) + 67(1+z) 0<z<1
2V T e (142) 1<z

Ejercicio 7 En una entidad bancaria se quiere confeccionar una
cartera formada por dos activos, con rendimientos R, y Ry, y el
activo seguro de rendimiento S = 5%. Se sabe que las distribuciones
de los rendimientos de los dos activos son Ry ~ N(15%,01 =10%) y
Ry ~ N(7%,09 = 5%). La correlacién entre ambos rendimientos es
p12 = 0,7. Se plantean dos carteras A y B, cuyos rendimientos son
Ry=025R+0,25R,4+0,55 y Rg = 0,4R;+0,2R,+0,4S, respectivamente.
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1) Analiza para ambas carteras: rendimiento medio, varianza y
probabilidad de que el rendimiento supere el 10 %.

11) El banco ofrece a los inversores un rendimiento en ambas
carteras del 6,5%. Obtén la distribuciéon del porcentaje de
beneficios sobre inversion para cada cartera.

111) Si el banco recibe 1 millén de euros de inversion para cada
una de las carteras, obtén la probabilidad de que los beneficios
totales de la operacion superen los 10000 euros.

Solucion

1) Por la propiedad de linealidad de la esperanza, el rendimiento medio o
valor esperado de la cartera A es

E(R4) = E(0,25R; + 0,25R, + 0,55) = 0,25E(Ry) + 0,25E(Ry) + 0,5E(S)
— 0,25-15+4+025-7+0,5-5=8

Como la varianza de una suma es la suma de varianzas mas dos veces la
covarianza entre ambas, y dado que el activo seguro carece de incertidumbre
y es independiente de cualquier otro activo,
04 = V(0,25R; +0,25R, +0,55) = 0,25%0% 4 0,25%05 + 2 - 0,25%01,
= 0,25%07 +0,25%02 +2-0,25%p15 - 01 - 0
= 0,25°-10%+0,25* -5 +2-0,25°-0,7-10 -5 = 12,18

Analogamente,

E(Rp) = 9,4 op = 22,60

Dado que cualquier combinacién lineal de normales es también una variable
normal, si Z ~ N(0, 1),

10 -8
P(R 10) = P(Z = P(Z > 0,5730) = 0,2833

10 — 9.4

P 1 = P|Z
(Rp > 10) <>\/m

) = P(Z > 0,1262) = 0,4498
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11) La distribucién de beneficios a la inversién de las carteras viene dada por

Ba=Ra—6,5 ~ N(15%,04 = I2,18%) = N(1,5%, 04 = 3,49 %)
Bp=Rp—6,5 ~ N(29%, 05 =+v22,60%) = N(2,9%, 05 = 4,75%)

Se observa que la cartera B tiene mayores beneficios esperados. Como es
de esperar, esto viene unido a una mayor volatilidad.

111) El beneficio es, en unidades de miles de euros,

Ba ~ N(15,04 = 34,90)
Bp ~ N(29,05 = 47,53)

Por tanto, al ser el beneficio total la suma de ambos beneficios,
Br = Ba+ Bp~ N(44,0% + 0% + 204p)
donde

oap = 0,25-0407 +0,25-0,2003 + 0,25 - 0,2015 + 0,25 - 0,405

Teniendo en cuenta que, en unidades de miles de euros, o; = 100 y 09 = 50,

oap = 1000+ 125 + 175 + 350 = 1650,
Br ~ N(44,07 = 82,33)

Por tanto, obtenemos la solucién como

10 — 44
P(Br>10) = P(Z> — P(Z > —0,413) = 0,6602
(Br > 10) ( 6778) ( )

Ejercicio 8 Sean X e Y dos v.a. que modelizan los rendimientos
de dos activos. X sigue una ley normal de media 3% y desviacion
tipica 1%, e Y una ley normal de media 6% y desviacion tipica
2%. La correlaciéon entre ambos es 0,6. Un inversor A reparte su
inversion entre ambos activos de forma que invierte el 5% en X y
el 25% en Y, mientras que otro inversor B invierte el 50 % en cada
uno.
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1) ¢Cudl de los dos inversores obtiene mayor rendimiento medio?

11) 5 Cudl de los dos inversores tiene mayor probabilidad de ganar
al menos un 1% de su inversién?

Solucion

1) Sea R4 el rendimiento del inversor A y Rp el rendimiento del inversor B.
Entonces,

E(R4) = E(0,75X+40,25Y) = 0,75E(X)+40,25E(Y)=0,75-340,25-6 = 3,75
E(Rp) =E(0,5X + 0,5Y) = 0,5E(X) + 0,5E(Y) =0,5-3+0,5-6 =4,5
El inversor B tiene un mayor rendimiento medio.

11) Calculemos primero la varianza de cada uno de los inversores:

V(R4) = 0,75*°V(X) +0,25°V(Y) 420,75 -0,25C(X,Y)
0,75°V(X) + 0,25*V(Y) +2-0,75-025pxy - 0x - Oy
= 0,75*-1*4+0,25*- 22 +2-0,75-0,25-0,6 - 1 - 2

= 1,2625

V(Rp) = 0,52V(X)+0,5°V(Y)+2-05-0,5C(X,Y)
= 0,5*°V(X)+0,5*°V(Y)+2:0,5-05pxy - 0x - Oy
= 05%-1240,52-224+2-0,5-0,5-06-1-2
= 1,85

El inversor B es también mas arriesgado.

Dado que ambas carteras son combinacion lineal de variables normales, se

obtiene
RA ~ N(3,75; oy 1,1236)

R~ N(4,5; o = 1,3601)
Por lo tanto, siendo Z ~ N(0,1),

1—3,75
1,1236

P(Ry>1)=P (Z > > = 0,9929
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1—45
1,3601

P(Rp>1)=P (Z > ) = 0,995

En los dos casos es practicamente seguro un rendimiento mayor al 1 %. La
probabilidad es algo mayor para la cartera B.

Ejercicio 9 Sea X una vartable aleatoria que toma los valores —2, (
y 2 con probabilidades 0,4, 0,3 y 0,3, respectivamente. Calcula E(X),
E(3X?2 +5) y E(e ).

Solucion

Utilizando la definicion y propiedades de la esperanza matematica,

E(X) = —2-04+0-03+2-03=-02
E(3X?+5) = 3E(X?)+5 =134
E(e™™) = ¢*04+1-034+¢2.03=33

Ejercicio 10 Sea wuna wvariable binomial X ~ B(p = 0,1;n = 3).
Considera el cambio de variable Y = X?. Obtén las funciones de
probabilidad, caracteristica y cumulativa, la media, la varianza, la
asimetria y la curtosis.

Solucion

» Funcion de probabilidad:
Y =h(X)=X?’a X =h1Y)=+£VY

El dominio de valores de X es {0,1,2,3}, con lo que los posibles valores
de Y son {0,1,4,9}. Por tanto, para y € {0,1,4,9} podemos escribir

Py (y)=P(Y =y) = P(X? =)= P(X = /j) = ( j’@) 017 . 0,V
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n Funcion caracteristica:

Yy (u) = E(emy) = ]E(emX2> = Z et - P(X = 1)

= 0,9°+3-0,1-09%-¢“+3-0,12-0,9-¢™ +0,13. ™
= 0,729 + 0,243 - ™ + 0,027 - ¥ 40,001 - "™

= Funcion cumulativa: Haciendo el desarrollo en serie de Taylor del logaritmo
de la funcién caracteristica,

0,6264 . 2,7 . 13,716 .
py (u)=In vy (u)=0,36-(iu) + 5 ~(zu)2+§-(zu)3+ o (iu)t - -

» Media, varianza, asimetria y curtosis: Utilizando las propiedades de la
funciéon cumulativa,

my = ]{?1:0,36
oy = ky=0,756
ks 2,7

= er T oo - 0
ke 13,716
= _— = ’ = 24
T2 T 056

Es decir, es una variable de media 0,36, varianza 0,756, asimétrica a la
derecha o positiva y leptocurtica.

Ejercicio 11 Sea X wuna v.a. con distribucion de Poisson de
parametro )\, e Y otra v.a. con distribucion de Poisson de
pardametro u, ambas independientes entre si.

1) Calcula P(X =m|X +Y =n).

11) Calcula E(X|X +Y =n) y V(X|X +Y =n).

Solucion
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1) Dado que X +Y ~ P(A+ p),

P(X=mnNnX+Y =n)
P(X+Y =n)

P(X=m)P(Y =n—m)
P(X+Y =n)

A nem n!

- e )\(nlu— m)!e #()\—i-,u)”eHu
n! A wrm

ml(n —m)! (A + p)™ (A + p)=m)

- (:) (A i u)m (Aj—u)nm

que se identifica con una v.a. binomial de pardmetros (n,p = A/ (A + p)).

P(X=m|X+Y=n) =

11) Usando las propiedades de la binomial,

A
E(X|IX+Y =n) = _
(X| n) = ny
Ap
VIXIX+Y =n) = npg=n—r_
(X| ) pq T

Ejercicio 12 Considera que la cuantia por reclamacion, X, en
la compania aseguradora GAUR es una wvariable aleatoria con
distribucion de Pareto de parametros k y «. La compania decide
reasegurarse Yy que una compania reaseguradora ZIUR cubra las
reclamaciones por encima de c unidades, siendo c > k.

1) Obtén la expresion de la funciéon de distribucion de las
cuantias reclamadas a GAUR.

11) Calcula la probabilidad de que una reclamacion sea cubierta
por ZIUR.

111) Obtén la expresion de la funcion de distribucion de las
cuantias, Y, cubiertas por ZIUR.

Solucion
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1) Del enunciado sabemos que las cuantias reclamadas a GAUR siguen una
ley de Pareto de parametros k y a. Por tanto, para = > k,

FX(a:):P(X<:z:):1—P(X>x):1—<k>a

B x

11) Si una cuantia reclamada pasa a ser cubierta por ZIUR es porque ha
superado la cantidad c. La probabilidad de que eso suceda es

Pecso - (5)

C

111) Los posibles valores para la variable Y son todos mayores que ¢, ya que,
en caso contrario, no entra en juego la reaseguradora. Entonces,

Fy(y) = P(X<ylX>c¢)=1-PX >y|X >
_PAX>yin{X>c}) | P(X>y)

P(X > ¢ B P(X > ¢)

-G

C

=1

- 1-—

Es decir, la distribucién de la cuantia que se reclama a la empresa
reaseguradora también sigue una ley de Pareto, con pardametros ¢ y a.



CAPITULO 2

Mixturas de distribuciones

Ejercicio 13 (Miztura de normales) Sea X ~ N(u,0?), donde

(10,9) ¢=1-p=09

1) Obtén la media y varianza incondicionadas de X.

11) Obtén la expresion de la funcion de densidad incondicionada
de X.

111) Repite el ejercicio para p =0,5.
Solucion

1) Tenemos que el valor medio y varianza condicionados son E(X|(u, 0%)) = u
vy V(X| (i, 0?)) = 02, de donde

V(X) = E(V(X|(1,0%)) + V(E(X|(,07))) =E () + V () = 10,65
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11) Utilizando el teorema de la particién,

fl@) = f(z(u0%) = (53)) - P((n,0%) = (5,3))
+f (2|(n,0%) = (10,9)) - P ((1,0%) = (10,9))
_01 [ 1(91;—5)2]+ 0,9 expl_ux—w)j

Vo 2 3 187 2 9
111) En el caso en el que p = 0,5, la media y varianza incondicionadas de X
son
E(X) = 75
V(X) = 12,25

densidad

y la funcién de densidad incondicionada g(z) estd dada por

La Figura 2.1 muestra las densidades obtenidas a partir de las mixturas
anteriores.

0,25 ,
— le(5,3)
0ol — £, N(10,9)
’ _f:071f1+0a9f2
—--g= 075f1 +075f2
0,15
0,1/
5-1072 |
O,

Figura 2.1: Mixtura de normales.
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Ejercicio 14 Sea X wuna wvartable aleatoria exrponencial de media ),
donde )\ es a su vez un parametro aleatorio con distribucion unifor-
me en [1,2]. Calcula la media y la varianza de X incondicionadas
al valor de A\ y comenta los resultados.

Solucién
E(X)=EEX|N\)=E\) =15

V(X) = V(EX|N) +E(V(X|N) = V() + E(\?) = 2,42

Observa que:

» La varianza obtenida es mayor que 2,25, correspondiente al caso en el
que el valor de A fuese 1,5 con seguridad. En general, anadir fuentes de
incertidumbre aumenta la varianza.

= Si quisieras obtener la distribuciéon incondicionada, no es analiticamente
facilmente tratable, ya que su expresion es una integral que no se simplifica
al integrar por partes. Usando el teorema de la particion, obtenemos que

Fx(w) = [ Fea@AMar = [ Lo

Ejercicio 15

1) Considera una v.a. X con distribucién normal N(u,0 = 3),
donde P(u = 3) = 0,2 y P(p = 5) = 0,8. Obtén la funcién de
densidad de X incondicionada asi como la media y varianza
incondicionadas.

11) Considera ahora que X sigue una distribucién normal N(u,o),
donde P(i= 3,0 =+/5) =0,2 y P(u=5,0 =+/10) = 0,8. Obtén la
media y varianza incondicionadas de X.

111) Compara los resultados de las medias y varianzas incondicio-
nadas en los dos apartados y compdralos con el caso en el que
=46 1vyo=3. ;Qué sucede con la media? ;Y con la varianza?
Comenta los resultados.
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Solucion

1) La funcién de densidad incondicionada se obtiene como

F(a) = 3 F (alu) P () = fllp = 3)-P (= 3) + f(alp = 5)-P (4 = 5)

e

_aN2
—; (5633) } + 0,83\/1§6]Jp

1
= 0,2——exp

3V 2
La media y varianza incondicionadas son
E(X) = E(E(X|) =E () = 46

V(E (X[u) + E(V(X|n) = V(1) +E(9)
= E(y®) —E(u)*+9 =964

=
s
H

11) En el segundo caso, con media y varianza aleatorias, tenemos

E(X) = E(E(X[u,0%)=E(n)=02x3+08x5=46
V(X) = V(E(X|u,0%))+E (V(X]|u,0%)) = 9,64

111) La media no varfa aunque se introduzca mas incertidumbre. La varianza
incondicionada aumenta con la incertidumbre, aunque tnicamente depende
de la varianza de p, y no de la varianza de o2

Ejercicio 16 Sea la v.a. ¥ = X; + Xo + ... + Xy, una suma de
vartables aleatorias tal que las v.a. X; son i.i.d. con distribucion
v(a =10,r =2), y N un nidmero entero aleatorio que sigue una ley
binomsial negativa de media 5 y varianza 25.

1) Obtén la media y la varianza de la variable Y incondicionada
al valor que tome N.

11) Compara el resultado con el caso en el que N tome siempre el
valor 5 y explica la razon de la diferencia.

Solucion
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Tenemos que Y|N es una suma de distribuciones Gamma i.i.d., con lo
que en este caso sigue una ley y(a = 10,7 = 2N). Por tanto, como la
media condicionada es E(Y|N) = 2N/10 = N/5 y N tiene de media 5,
obtenemos

E(Y) = E(E(Y|N)) = E (g) 5y

Para la varianza, tenemos que V(Y|N) = r/a* = 2N/10? = N/50, con lo
que, teniendo en cuenta, ademas, que la varianza de N es 25,

V(Y) = E(V(Y|N)) +V(EY|N)) = E (é{)) +V (2]) 11

En el caso en que N tome siempre el valor 5, la distribucion de Y
es directamente y(a = 10,7 = 10), de media 1 y de varianza 0,1. En
este caso, no hay variabilidad en el nimero de sumandos en Y, por lo
que el término V(N/5) es nulo y el tnico término en la varianza es
E(N/50) = N/50 = 5/50 = 0,1. Es decir, la varianza disminuye al tener
informacion exacta sobre el valor de N.

Ejercicio 17 Considera una variable aleatoria X, con distribucion
de Poisson de parametro )\, donde a su vez )\ sigue la siguiente
distribucion de probabilidad:

1) Obtén la media y varianza de X incondicionadas al valor de

A.

11) Obtén la funcion de probabilidad de X incondicionada al valor

de ).

Solucion
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1) Utilizamos las leyes de las esperanzas y varianzas iteradas. En primer
lugar, obtenemos que la esperanza incondicionada de X es
1 2 7

E(X) = EE(X]N)=E(})=13+3; =

A continuacién, obtenemos la varianza incondicionada de X:

V(X) = E(V(X]\)+ V(E(X]A) = E(\) + V()
= E() +E(?) - B = > =322

11) Utilizando el teorema de la particién obtenemos que, para cada valor k,

donde k£ =0,1,..., la funciéon de probabilidad incondicionada es
11 2 3k

P(X = == T3
= 2 PX=FAPO) = goqe + 357

Ejercicio 18 Considera wuna variable aleatoria X binaria de
parametro p.

1) Comprueba que, aunque p sea un pardmetro aleatorio, si tiene
media y varianza finitas, la media y varianza incondicionadas
de X mno se ven afectadas por la aleatoriedad de p.

11) Obtén la distribucién incondicionada de X para cualquier
distribucion de p. Comenta el resultado.

Solucion

1) En el caso de que p sea conocido,
E(X)=p
V(X) =p(1-p)
En el caso general,
E(X) = E(E(X]p)) =E(p)
V(X) = V(E(X[p) +E(V(Xp) = V(p) +E(p(1 - p)) = E(p) — E(p)*
= E(p)1—E(p)
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Es decir, la media y varianza son las de una distribuciéon binaria de
pardametro E(p), y el hecho de que p sea aleatorio no aumenta la varianza
incondicionada de X.

11) Consideramos que p es una v.a. continua. Obtenemos

+o0 Foo
P =0) = [ “PX=0p)f@)Mp= [ (1-p)f(p)dp
= [ rwde— [ pr)ap = 1-EG)

P(X=1) = 1-P(X=0)=E(p)

Se deja como ejercicio el caso analogo en el que p sea discreta. El resultado
general es que X es una v.a. binaria de pardmetro E(p), con lo que
la varianza que pueda tener p no le afecta en nada a la distribucion
incondicionada, que inicamente depende del valor medio.

Ejercicio 19 La duracion de las empresas de un determinado
sector sigue una ley exponencial de 15 anos de media.

1) Calcula las probabilidades de que: i) una nueva empresa del
sector dure entre 10 y 20 anos; ii) una nueva empresa del
sector dure al menos 10 arios y iii) una empresa del sector
que ya ha durado 10 anos, dure al menos 20.

11) Prueba que, en general, sit> s, P(T >t|T >s)=P(T > (t—s)).

111) Obtén el valor de la duracion tal que la probabilidad de que
una empresa del sector la supere sea el 10%.

1v) Si la vida media es una v.a. que sigue una ley normal de
media 15 anos y desviacion estdandar 5 anos, obtén la nueva la
funcion de densidad de la duracion incondicionada a la media,
ast como su media Yy su varianza.

Solucion

La funcién de densidad de la variable duracién T es f(t) = (1/15)e™/15,
para t > 0.
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20
P(10 < T < 20) = / e 1% = 0,25
10

i)
~ 1
P(T > 10) = / e Rt = 05134

10
iii)

P(T>20NT >10) P (T > 20)
P (T >20|T >10) = =
( | ) P (T > 10) P (T > 10)
f2ooo %e—t/wdt e—20/15
105 %e—t/wdt © e—10/15

= 0,5134 = P(T > 10)

_ o 10/15

1)

P(T>tNT>t,) P(T>t)
P(T > T >t) = -
(T> 1T > t) P(T > &) P(T > to)

_ JxemPds e g
N Joo xems/Ads Tetoin €

= P(T> (1))

A esta propiedad se le denomina pérdida de memoria. La distribucion
condicionada al suceso {T" > t} sigue siendo exponencial con la misma
media que la distribuciéon incondicionada. Es decir, la probabilidad
de durar los t primeros afios a partir de un ty es siempre la misma,
independientemente del valor de partida .

I11)

~ 1
P(T>1) = 0,10:/ e/
t+ 15

0,10 = WP
—151n(0,10) = ¢

Por tanto, ¢t = 34,5 afios.
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1v) A partir de la distribucién de la vida media, denotado por A, obtenemos

o0 1 /2—15\%]1
(¢ f / Ze AN
/f A 005\/275‘”?[ ( 5 > ] 3¢

Asimismo,

E(T) = E\E(T|\) =E\) =15
V(T) = E\(V(T|N) + VAE(T|N) = Ex(A?) + Vy()) = 275

Ejercicio 20 La duracion en anos de un tipo de movil X sigue
una ley exponencial de media )\, donde )\ sigue una distribucion
lognormal, tal que log(\) ~ N(0,0?).

1) Escribe y representa la funciéon de densidad de X condicionada
a =1

11) Obtén la funcion de densidad de X incondicionada al valor de
A\ y dibijala para los valores de 0% = 0,1; 1; 2.

111) Obtén la media y varianza incondicionadas de la duracion de
ese tipo de mévil en funcién del pardmetro o°>. Comenta el

resultado.

Solucion

1) Condicionada a que A = 1, X es una variable exponencial de media 1, con
lo que
fx)y=e* >0

11) Usando el teorema de la particién obtenemos

1 log)\)
—1/Az d\
/ PR Worh p[ ( o ]

En la Figura 2.2 se representan tanto la densidad de X condicionada a
A = 1, como las densidades incondicionadas de X para los valores de
02=0,1;1y 2.
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2 -
— [xp=i(z) ="
— fx(z) (6? =0,1)
5] — Fal) (02 =1)
- fx(@) (0* =2)

densidad

0,5 +

0 1 1 1 1 1 : =

0o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Figura 2.2: Exponencial condicionada (A = 1) e incondicionada (A lognormal).

111) La media y varianza incondicionadas son

E(X) E(E(X|N)=E(\) = exp(0°/2)
V(X) = V(EXN)+E(V (X))
= V) +E(N\) =2V()\) +E())?
= exp(0?) (2exp (0?) — 1)

Vemos que el caso en el que A es conocido e igual a 1 nos lleva a que la
media y la varianza de X es 1. En el caso en el que hay incertidumbre, esta
afecta también a la media, ya que su valor se ve afectado por la varianza
o?. Es decir, la incertidumbre en este caso afecta tanto a la media como a
la varianza.

Ejercicio 21 Obtén la funcién de probabilidad de X ~ P()\),
incondictonada a )\, cuando \ sigue una ley exponencial de media
a.

Solucion
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X ~ P(A). Por tanto, X toma valores enteros k = 0,1,2,..., tal que

e ANF

P(X = kA) = —

Por otro lado, el pardmetro A sigue una distribucién continua: A ~ Ezp(1/a),
de manera que

1
H(A) =M A>0

a

Entonces,

Fee N 1 “Magy = 1
k! ae  Ela

P(X=k) = /A P () fr(\)dA = /0 /0 T \kelet/agy

Integrando por partes de forma recurrente obtenemos que la integral anterior
es igual a

1 a 0 1 1 00

— k% o MatD)/a / AEL L =Mt /agy
Ma” ar1° o TlarDE=11) ‘

T (ot

Ejercicio 22 FEn cierta compania de seguros se considera que hay
unicamente dos tipos de asegurados para un determinado tipo de
poliza. Los de tipo A, donde el nimero de reclamaciones por ano
stgue una ley binomial de pardmetros n =2 y p = 0,01, y los de tipo
B, con parametros n =2 y p = 0,05. La probabilidad de que un nuevo
asegurado sea de tipo A es 0,9.

1) Calcula la funcion de probabilidad asociada al nimero de re-
clamaciones de un nuevo cliente cuyo tipo no estd identificado.

11) Si el cliente presenta una reclamacion durante el primer ano,
obtén las probabilidades revisadas de que sea de tipo A o tipo
B.
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111) Calcula la funcion de cuantia revisada del nimero de recla-
maciones para este cliente durante el segundo ano. Calcula la
probabilidad que tiene este cliente de hacer una reclamacion en
el seqgundo ano, teniendo en cuenta que ha presentado también
una en el primer ano.

Solucion

Para ambos tipos de asegurados, el nimero de reclamaciones posibles son
k =0,1,2. La diferencia entre los tipos reside en la probabilidad de que se den
k reclamaciones.

1) Para k =0,1,2,
P(X =k) = P(X =k|A)-P(A)+ P(X =k|B) - P(B)
2 2
= (k) 0,01%-0,99%27%.0,9 + <k>0,05k -0,95%27%.0.1

11) Del apartado anterior obtenemos que P(X = 1|A) - P(A) = 0,01782 y
P(X =1) =0,0273. Por tanto,

P(X =1JA)- P(4) 0,0178
P(X =1) ©0,0273
y P(B|X =1)=1— P(A|X =1) =0,348.

P(AIX =1) = 0,652

111) Denotamos por X; y Xs al nimero de reclamaciones en el primer y en el
segundo ano, respectivamente. Para cada k = 0,1, 2,

P(Xo=k|X,=1) = P(Xo=Fk|A)-P(A|X,=1)+P(X,=k|B)-P(B|X,=1)

2 2
— 1k‘ . 2—k 2
<k>0,0 0,99 0,652 + (k‘

Por tanto, tenemos que P(X,; = 1|X; = 1) = 0,046. Vemos que la
probabilidad ha aumentado respecto del primer ano, en el que P(X; =
1) =0,0273.

)0,05’“ -0,95%7%.0,348

Ejercicio 23 Sea X wuna variable aleatoria binomial de pardametros
(N,p), donde N es un wvalor aleatorio que se distribuye con una
ley de Poisson de parametro \. Calcula la expresion general de la
distribucion de probabilidad incondicionada de X.



29

Solucion
P(X=k) = ZP(X =k|N=n)-P(N =n)
n=0

los k primeros términos son nulos = » ( k) pF(1— p)”_ke_’\—'
— n!

()\ )kef/\ o) )\nfk -
ST =t

n==k
k,—\ o0 . m
: m=0 m.
k!
o kl — Yy L4

Se trata de una distribucién de Poisson de pardmetro Ap.

Ejercicio 24 Sea X wna v.a. con distribucién de Poisson de
paradmetro \. Para cada valor k que toma la variable X, lanzamos
una moneda k veces.

I) Obtén la distribucion del nimero de caras obtenidas en cada
lanzamiento (N ), condicionada e incondicionada al valor de

k.

II) Obtén la media y varianza condicionadas e incondicionadas
de la v.a. N.

Solucion

I) La distribucién de la v.a. N condicionada a k viene dada por la funcién
de cuantia

k k
P (N =nlk) = <n>0,5”0,5k—" = <n>0,5k
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Por otra parte,

WA
Asi, usando el teorema de la particion y reordenando términos en el
sumatorio,
00 k Lo )\k
P(N=n) = ZP = nlk) ():Z 0,5%e T
k=n n

o] k" )\k 00 1

— 70 5k A _ 70 5n+k 7/\)\n+k
];n'(k: n)! k! kz n!lk!
050" & 050,

- 0L

nt = k!
_ (0’5)\>n e—O,SA
N n!

con lo que el nimero de caras N sigue una distribucion de Poisson de
parametro 0,5\.

IT) Podemos calcular la media y varianza incondicionadas de N utilizando
directamente las propiedades de la distribucion de Poisson o mediante las
propiedades de medias y varianzas incondicionadas.

E(N) = E(E(N|X =k)) =E (E(0,5k)) = 0,5\

V(N) = E(V(N|X =k))+V(E(N|X = k))
E (0,25k) + V (0,5k) = 0,5\



CAPITULO 3

Convergencias

Ejercicio 25 Sea X, = X + ¢, una sucesiéon de v.a. con X ~
N(5,1) y &, i.i.d. N(0,6* = 1/n) e independientes de X. FEstudia
la convergencia de X, a X en ley, en probabilidad y en media
cuadrdtica.

Solucion

Estudiamos primero la convergencia en media cuadrética

E(|Xn—X|2):IE(52):lTH—°>°0

n

3

Por tanto, X,, converge a X también en ley y en probabilidad.

Ejercicio 26 Considera una wv.a. X con distribucion normal
estindar, X ~ N(0,1), y wna sucesion de wv.a. &, i.i.d. e
independientes de X, con distribucion uniforme en el intervalo
[0,1/n].

1) Obtén la media y la varianza de la sucesion de v.a. X,, = X +¢&,.

11) Obtén la funcion caracteristica de X,,.

111) Obtén el limite en distribucion (i>) de la sucesion (X, )n=12,..-
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1v) Obtén el limite en probabilidad (%) de la sucesién (Xo)n=12. -

V) Obtén el limite en media cuadrdtica (=) de la sucesion
(Xn>n:1,2,...-

Solucion

1) Como X y &, son independientes,

E(X) = E(X+6)=E(X)+E(&)=_

V(X,) = V(X)+V(&) =1+

12n2

1)

(1) = x (W) () = P22 [l 1]

111) Veamos el limite en distribucién a partir del limite de la funcién
caracteristica:

n—00 n—00 MU n—00 MU n

' . 1/i 2
lim ¢x, (u) = lim 67“2/22 [e“‘/”— 1]:lim 67“2/22 [1_1+w+2(zu> +...
_ e_uQ/2 _ 'QDX('UJ)

Por tanto, X, 4 X,

V)
P(X,-X|[<e)=P(l&| <e)=1,sil/n<e

Por tanto, el limite de P (| X,, — X| < ¢) es 1 cuando n tiende a infinito y
X, = X,

v) Cuando n — oo,

1 1 1 mec
2 + = 2 0= X, =5 X

E <|Xn B X|2> =K <§") T 1202 T 42 3p2

Observacién. Aunque basta con demostrar el limite en media cuadratica para
concluir los tres tipos de convergencia, hemos desarrollado los tres a efectos
pedagdbgicos.
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Ejercicio 27 Considera la sucesion Z, de v.a. independientes con
distribucion Poisson de media )\ + 1/n.

1) Obtén la distribucion limite de Z,,, cuando n — oco. Obtén su
media y su varianza.

11) Considera ahora que, en cada n, A = )\, es una v.a. binaria de
pardmetro p, = 1/n. ;Cudl es la distribucién incondicionada de
Z,? s Cudl es la distribucion limite de Z,?

111) Demuestra que en el caso II) Z, tiende a Z = 0 en media
cuadrdtica y en probabilidad.

Solucion

1) Para cada k=0,1,...,

1)k .
P(Z, = k)= e_<>‘+%) <)\ + n) n—oo, 6_/\)\—

k! k!

Conlo que Z, % Z ~ P (M) . Por tanto el limite tiene media y varianza
igual a .

11) Ahora Z, ~ P ()\n + 1) con A, ~ b(1/n). Dado que

1 k
P(Zn _ k|>\n> _ e—()\n-l-l/n) (An + ;)

o
HM:”ZZ@Y@—DH para i = 0,1

la distribucién incondicionada de Z,, es

P(Zy,=k) = P(Zy=kA =0)P(\,=0)+P(Z, = k|A, = 1)P(\, =

By L e )
= e (1) et ()
1 cuando £=0
0 cuando k£ >0

teniendo en cuenta que 0° = 1 y que 0! = 1.
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111) Obtenemos en primer lugar la media y varianza de Z,:

E(Z,) = E(E(ZJ\)) =E\, + i) _2

n
1 1 1 2
_ V(An—i—ﬁ) +E(\,) = ﬁ<1—;> iz

Deducimos que
1 2

E (Zr%) =V(Z,) +E(Zn)2 = Tll (1 - %) + o + (

2277,00
7) e TN
n

Por tanto, Z,, — Z = 0 también en probabilidad (y en distribucion).

Ejercicio 28 Se considera la sucesion X, = X +¢,, donde X ~ P ()\)
Yy €, son v.a. independientes entre si e independientes de X, con
distribucion de Poisson P (1/n). Obtén la distribucion limite de X,,.

Solucion

Obtenemos facilmente la distribucion limite usando las propiedades de la
funcion caracteristica:

O, (1) = (), (u) = expIAe® = D]exp [ (e = 1)] = explAe™ ~ 1)

Por tanto, X, % X ~ P ()).

Ejercicio 29 Sea una sucesion X, ~ N (m,c2 = 1/n). Demuestra que
X, = m en ley, en probabilidad y en media cuadrdtica.

Solucion

Sabemos que
X, 25 X=X, 5 X=X, 5 X

m.c.

Por tanto, comencemos comprobando si X,, — X = m; es decir, si
limy oo B(|X,, — m|?) = 0. Tenemos que

1
E(| X, —m|*) = V(X,) = ~ =0

Como X,, =% m, también converge en probabilidad y en ley.
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Ejercicio 30 Sea una sucesiéon X, = X +¢,, con ¢, ~ N (0,02 =1/n)
independientes entre si e independientes de X. Demuestra que
X, — X en ley, en probabilidad y en media cuadrdtica.

Solucion

. . o . . . m.c.
Al igual que en el ejercicio anterior, comenzamos comprobando si X,, — X.
Vemos que

E(|X, — X|*) = E(e)) = V(en) = i — 0

n

Por tanto, X,, =% X y también converge en probabilidad y en ley.

Ejercicio 31 Si X, & X, entonces {Xn}no12.. es una sucesion de
Cauchy en probabilidad; es decir, para todo ¢ >0 y 0 > 0 existe N
tal que, st n,m > N,

P(|X, — Xpn| >¢) <6

Solucion

Supongamos que X, = X. Sean ¢ > 0y 6 > 0. Por convergencia en
probabilidad, existe N tal que para todo k > N,

P(|Xp—X|>5)<?$

Tomando cualesquiera n,m > N, y utilizando la desigualdad triangular, se
cumple

En consecuencia,
{1Xn — Xin| >} C {|X,, — X| > £} U{|X,,, — X| > £}
Aplicando la cota por union,
P(IX, = Xp| >e) SP(|Xo = X|>5)+ P(| X — X|>2) <2+5=6

Como ¢,6 >0 son arbitrarios, X,, es una sucesion de Cauchy en probabilidad.
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Ejercicio 32

1) Considera la sucesiéon de v.a. independientes {X,},—12. . con
distribuciéon N(0,02 = 1 + 1/n). Analiza la convergencia en
distribucion, en probabilidad y en media cuadrdtica.

11) Considera ahora la sucesion X, = X +¢,, donde X ~ N(0,1)

y e, ~ N(0,62 = 1/n), con X y ¢, independientes. Analiza
la convergencia en distribucion, en probabilidad y en media
cuadrdtica.

111) Discute las diferencias y similitudes entre las dos sucesiones.
Solucién

1) X,, ~ N(0,1+ 1/n). El limite en distribucién se puede analizar mediante
el limite de cualquiera de las funciones que determinan la distribucién:
funcion de distribuciéon, densidad, caracteristica o generatriz de momentos.

Por ejemplo, si tomamos la funcién de densidad obtenemos

1 x?

Y o (Y R [_2(1+;>

Por tanto, el limite cuando n — oo es la funcién de densidad de una
normal (0, 1).

.CL’2

2

1
— ——exp

V271

Para la convergencia en probabilidad necesitamos que, fijado un valor
e >0,
P(|X,—X|>¢)—=0

A efectos de analizar la condicién de convergencia en probabilidad,
utilizamos el resultado del Ejercicio 31, y comprobamos si es o no una
sucesion de Cauchy. Para ello consideramos X,, y X,,, donde m < n.
Tenemos que X, — X,, sigue una ley normal de media 0 y varianza
2+ 1/n+1/m, dada la independencia entre las variables. Asi, el limite de
la varianza es 2 # 0 y ello supone que, por pequeno que sea £ > 0,

lfm P (| X, — Xm| > ) >0

7,M—00
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Por tanto, { X, } no cumple la condicién de Cauchy en probabilidad, con lo
que no converge en probabilidad. Al no haber convergencia en probabilidad,
tampoco la hay en media cuadrética (ni uniforme).

11) En el segundo caso, X,, = X + ¢, donde X ~ N(0,1) y &, ~ N(0,02 =
1/n), con X y ¢, independientes. Por tanto, tenemos que X,, sigue una
ley X ~ N(0,02 =1+ 1/n) que, al igual que antes, podemos demostrar
que tiende en distribucién a una ley N(0,1).

Por otra parte, X,, — X = ¢, ~ N (0,02 = 1/n). Asi,
E(1X, — X[) = V(e =~ =0
n

con lo que X,, — X en media cuadratica y, por tanto, también en
probabilidad y en ley.

1) En el apartado II, todas las variables de la sucesién X, tienen un
componente comin X ~ N(0,1) y se diferencian tinicamente en un valor
aleatorio que tiende a 0. En el apartado I, por el contrario, las v.a. X,
son independientes por construccion y las diferencias entre los valores que
toman no disminuyen en probabilidad.

Ejercicio 33 Consideremos la sucesiéon de wvariables aleatorias
independientes {X,;n > 1}, tal que cada X, es una variable binaria
de paradmetro p = 0,5. Demuestra que esta sucesién converge en
distribucion, pero no converge en probabilidad.

Solucion

Todas las variables de la sucesién X, tienen la misma distribucién binaria
de parametro p = 0,5. Por tanto, la sucesion de funciones de distribucion es una
sucesion constante de funciones, todas ellas iguales. Asi, el limite es cualquier
variable aleatoria X con distribucién binaria de parametro p = 0,5.

Utilizando el hecho de que si una sucesion converge, debe ser una sucesion
de Cauchy, se tiene que cumplir que P(|X,, — X,,| > ) < . Sin embargo, para
que se dé la convergencia en probabilidad necesitamos que, para cualquier valor
>0, P(|X,— Xn| >¢)—0.
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Ahora bien, si tomamos por ejemplo ¢ = 0,2, tenemos que, al ser
independientes los términos de la sucesion,

P(|X, — Xn| >02) = P(X,=1)P(X,,=0)+P(X,=0PX,,=1)
= 05240,5°=0,

Por tanto, la sucesién no tiende a 0.

Ejercicio 34 Sea g : R — R una funcion continua. Demuestra que
st una sucesién de v.a. {X,},—12. . converge a X en probabilidad,
entonces g(X,) converge a g(X) en probabilidad.

Solucion

Por una parte, X,, = X, lo que significa que Ve > 0, lim,,_,~ P(X,—X| >
€)=0

Por otra parte, g es una funcion continua y esto implica que si tomamos un
valor cualquiera ¢ > 0, existe un valor €, tal que si |X,, — X| < ¢, se cumple
que |g(X,) — g(X)| <.

Lo que queremos demostrar es que g(X,,) converge a g(X) en probabilidad.
Es decir, que fijado un valor arbitrariamente pequeno 4, lim,, ., P(|g(X,) —
g(X)| > §) = 0. Ahora bien, enlazando las dos hipdtesis tenemos que, para
cualquier valor ¢, por la continuidad de la funciéon g, encontramos un e tal
que si |X,, — X| < ¢, entonces |g(X,,) — g(X)| < J. Tenemos entonces que el
suceso {|X,, — X| < €} es un subconjunto del suceso {|g(X,) — g(X)| < ¢}. La
propiedad de monotonia de la probabilidad nos dice que si A C B, se cumple
que P(A) < P(B), con lo que

P(IX,—X| <€) < P (|g(X,) —g(X)| <8) <= P (|g(X,) —g(X)| 2 6) < P(| X, — X| > )

Dado que P(|X,—X|>¢€) =% 0, se tiene el resultado.

Ejercicio 35 Considera una sucesion {X,},—12.. de wv.a. i.i.d.
normales de media 1 y varianza oc?. Considera la sucesién de sumas
parciales {S,}n—12.., donde S, = X; + ... + X,,.

1) Para cada n, ;qué distribucion sigue la v.a. S, /n?
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11) Demuestra que S,/n converge en distribucion y en probabilidad
a la constante L.

Considera ahora que X, son v.a. i.i.d. mixtura normales de media
p y varianza o?, donde (u,0%) = (4,5) con probabilidad 0,3 y (u,0?) =
(1,2) en otro caso.

111) Obtén la funcion de densidad de X, incondicionada a los
valores (u,0?).

1v) Obtén la media y la varianza de S,/n.

v) Demuestra que S,/n converge en distribucion y en probabilidad
al valor medio de p.

Solucion

1) S, es una suma de n v.a. normales i.i.d.; por tanto, es una v.a. normal,

cuya media es la suma de medias nyu y varianza, la suma de varianzas no?.

La distribucién de S, /n es S, /n ~ N (u,0%/n).

11) Estudiamos la convergencia en media cuadratica a pu:

2 2
(3 -v(3) -7

n n n

Por tanto la sucesién {S,/n} converge también en probabilidad y en
distribucién al valor medio pu.

111) Condicionada al valor de (u,0?), la v.a. X,, es normal, y su funcién de
densidad es

1 1 2
2\ _ 5 (@—p)
T 5 g — €20
f( g > 27 o?
Por tanto, la densidad incondicionada viene dada por

@)=Y f(zlp,0®) P (p,07)

w02
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que en este caso sera

1 . ) 1
z) = 0,3———ew™ 4" 407
f( ) 107 VA

e%(ac—l)2

1v) Utilizando esperanzas iteradas se obtiene que, para cada X,

E(X,) =E(E(X,|(1,0%))) =E(n) =03-4+0,7-1=19

Para la varianza,

V(X)) = V(E(X,|(1,0%)) +E(V(Xa|(1,0%))) =V () +E(6?)
= 1,80+2,9=4,79

Por tanto, se tiene que la media incondicionada es E (S,,/n) = E(X,,) = 1,9
y la varianza incondicionada es V (S, /n) =V (X,,) /n = 4,79/n.

V) Se puede demostrar utilizando el mismo argumento que en el apartado II,
ya que V (S, /n) — 0.

Ejercicio 36 Considera una v.a. X con distribucion de Poisson de
pardmetro \, donde \ es una variable uniforme en el intervalo (0, 1).

1) Obtén la estructura de probabilidad incondicionada de X.
Obtén las probabilidades P(X =0) y P (X = 0|\ =0,5). Comenta
el resultado teniendo en cuenta que 0.5 es el valor medio de
una uniforme en (0,1).

11) Obtén la media y la varianza incondicionadas de X. Comenta
las semejanzas y diferencias con respecto a la variable Y ~

P(0,5).

111) Considera ahora una sucesién de variables independientes,
{X,}nz12,.., todas ellas con la misma distribucion que X.
Discute razonadamente la convergencia en distribucion, en
probabilidad y en media cuadrdtica de S, = (X;1+..+X,)/n
a su valor medio.

Solucion
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1) Para cada valor posible de X, £k =0,1,2,...,

P(X=k) = /D P(X:k|)\)f()\)d)\:/01 "\z—ljd)\

Por tanto, P(X = 0) = [je )\ = 1 —e™' = 0,6321. Ademss, la
probabilidad condicionada es P (X = 0|A = 0,5) = ¢ % = 0,6065. Las
probabilidades cambian en funcion de la aleatoriedad de A, aunque su valor
medio no cambie. La Figura 3.1 muestra la estructura de probabilidad
condicionada e incondicionada de la v.a. X para diferentes valores de la
variable.

B Mixtura (A ~ Uniforme[0,1])
0.6 mmm Poisson(A=0.5)

Probabilidad

©
IN)

©
=

Figura 3.1: Estructura de probabilidad condicionada e incondicionada de X.

1)

E(X) = E(EX|N)=E\) =05
V(X) = V(EXN)+E(V (X))
= VO +E()) =0,5833
Sin embargo, si A = 0,5 tenemos que E (V) = 0,5; V (Y) = 0,5. La varianza

de X aumenta, aunque en este caso no mucho, debido a la incertidumbre
del valor de \.
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E(S,) = E(X)=05
V(S,) = :LV(X):O’583

n

El resultado demuestra que E [(Sn — 0,5)2} =V (S,) — 0, con lo que
obtenemos la convergencia en media cuadratica de S,, a su media, el valor
0,5. Por tanto, también converge a su valor medio en probabilidad y en
distribucion, tal y como puede apreciarse en la Figura 3.2.

or i
E — Aproximaciéon normal de S;
i Aproximacion normal de Sy
5F E Aproximaciéon normal de Sigo
i ---- Media
4 :
o i
© i
° i
1
23
7] i
5 |
2y i
i
1t |
0 . 1 . . )
=2.0 -1.0 0.0 05 1.0 2.0 3.0 4.0

X

Figura 3.2: Aproximaciones normales.



Parte 11
PROCESOS ESTOCASTICOS






CAPITULO 4

Ejercicios basicos

Ejercicio 37 Considera una terna (X, Xy, X3) tal que X; ~ b(0,5)
parat =1,2,3; es decir, son todas binarias con p =0,5.

1) Describe todas las trayectorias posibles y calcula la probabili-
dad de cada una de ellas suponiendo independencia entre las
variables.

11) Generaliza el resultado a n variables X;, donde t =1,2,...,n.
Solucién

1) Dado que cada X; puede tomar los valores 0 o 1, y hay tres unidades
de tiempo; en total tendremos 2% = 8 posibles trayectorias. Se pueden
describir vectorialmente y son las siguientes:

{(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1),
(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}

las cuales se encuentran representadas en la Figura 4.1.

Este proceso corresponde a una variable tridimensional discreta. Si
las variables son independientes, las trayectorias son equiprobables con
probabilidad 1/8. Si las v.a. no fueran independientes, necesitariamos la
funcién de distribucion conjunta para identificar el proceso.
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lec—————-—0 0
>
0 .
|
1 2 3
t

Figura 4.1: Trayectorias posibles de la variable binaria tridimensional
(X17X27X3)'

11) Las trayectorias serdan vectores n-dimensionales de la forma

{(0,0,...,0),(0,0,...,1),...,(0,1,...,0),(0,1,...,1),
(1,0,...,0),(1,0,...,1),...,(1,1,...,0),(1,1,...,1)}

Obtenemos 2" trayectorias equiprobables, cada una de ellas con
probabilidad 27".

Ejercicio 38 Sean X e Y dos variables aleatorias independientes.
Considera el proceso estocdstico en tiempo continuo

X,=tX+Y, t>0

Calcula las trayectorias y las distribuciones marginales finito
dimensionales.

Solucion
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Las trayectorias de este proceso son rectas con coeficientes aleatorios.

Para cada posible vector (X,,...,X;, ), con 0 < t; < --- < t,, utilizamos
el teorema de la probabilidad condicionada y el hecho de que X e Y son
independientes. Asi,

F(xl,...,xn) = P({Xlga:l,,Xnan})
= P{tX+Y <z,....t,X+Y <uz,})

_ P({nglt_y,...,ng”_Y})

1 n

_ )
N /]RFX (1%121 t; ) Fy(dy)

)

Ejercicio 39 Consideremos el proceso estocdstico X; = Acos(p + \t)
en [0,T], donde A y ¢ son variables aleatorias independientes tales
que E(A) =0, E(A?) < 0o y ¢ tiene distribucion uniforme en [0,27].
Calcula la funcion media y la funcion de autocovarianzas.

Solucion

Las trayectorias de este proceso son funciones trigonométricas con
amplitud y fase inicial aleatorias e independientes. Para obtener la media
y la autocovarianza de este proceso utilizamos, ademds, las igualdades
trigonométricas

cos(A+ B) = cosAcosB —sin Asin B
cos(A— B) = cosAcosB + sin Asin B

y obtenemos
1
cos(p + At) cos(p + As) = 3 (cos(2p+ A(t+s)) +cos A(t — s))

Por tanto,
mx(t) = E(Acos(p+ At)) =E(A)E(cos(p + At)) =0
vx(s,t) = E(Acos(p+ At))(Acos(p + As))

= ;E(Az) (;ﬁ /027r cos(2¢ + A(t + s))dw) + ;E(A2) cos(A(t — s))

= ;E(A2) cos \(t — s)
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Ejercicio 40 Sea £ una v.a. uniforme en el intervalo (0,1). Estudia
la equivalencia y la continuidad de las trayectorias de los siguientes
pares de procesos continuos en T = [0, 1]:

y

X, = 0

o= T
11)

xe=x={ 94203

Yt:{ég Sszzttigg

Solucion

1) Tenemos que

P(X,=Y) = Plt£&) =1

Por tanto, los procesos {X;} e {Y;} son equivalentes. {X;} es un proceso
con una unica trayectoria (la funcién nula), continua, mientras que {Y;}
tiene una discontinuidad en ¢t = £.

11) De nuevo obtenemos que son procesos equivalentes ya que
P(Xi=Y) = Pt #€) =1

En este caso, {X;} tiene dos posibles trayectorias continuas, las funciones
constantes 0 y 1, mientras que la versién {Y;} tiene una discontinuidad en

t=¢.
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Cadenas de Markov

Ejercicio 41 Clasifica la siguiente cadena de Markov, obteniendo
la matriz de transicion después de 2 y 5 etapas y las probabilidades
incondicionadas en el limite. ;Dependen éstas de las probabilidades
iniciales?
0,7 0,2 0,1
P = 0,3 0,6 0,1
0,1 0,1 0,8

Solucion

Esta cadena es una cadena regular o ergddica, ya que todos los valores de
la matriz de transiciéon son > 0.

Como ejercicio, vamos a comprobarlo también a partir de los valores propios
y las probabilidades de cada estado en el largo plazo. Para ello, obtenemos las
raices del polinomio caracteristico definido como [P — AI|, donde

07—\ 02 0,1
P\ = 03 06—\ 0,1
0,1 0,1 08—\

Resolviendo |P — AI| = 0,

(0,7—=X)(0,6—A)(0,8—A) + 0,002 4 0,003—0,01(0,6—X) —0,06(0,8— \)
—0,01(0,7—X)=0
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Los valores propios son A\; = 1; Ay = 0,7, \3 = 0,4. Para obtener las
probabilidades incondicionadas en el largo plazo resolvemos el problema 7P = 7:
0,7 0,2 0,1
(x,y,1—z—y)| 0,3 0,6 0,1 ) =(x,y,1—z—1y)
0,1 0,1 0,8

0,7t +03y+01—-0,1r—-0,1y = =z
0,2z + 0,6y +0,1 -0,z - 0,1y = y
La solucién es m = (z = 0,3889, y = 0,2778, 1 — 0,3889 — 0,2778 = 0,3333) .

Todos los componentes de 7 son positivos, con lo que la cadena es regular o
ergddica y todos los estados son recurrentes.

Las matrices de transicién después de 2 y 5 etapas son

2

0,7 0,2 0,1 0,56 0,27 0,17
0,3 0,6 0,1 = 04 043 0,17
0,1 0,1 08 0,18 0,16 0,66
0,7 0,2 0,1\° 0,4302 0,2925 0,2773
0,3 0,6 0,1 = | 04200 0,3027 02773
0,1 0,1 08 0,3148 0,2399 0,4454

Ejercicio 42 Estudia la siguiente matriz de transicion clasificando
los estados y obteniendo el comportamiento de la cadena a largo

plazo:
1 0 O

P=( 0 03 07
0 05 05

Solucion

Obtenemos las raices de la ecuacién caracteristica [P — M| = (1 — A)(0,3 —
A)(0,5—X)—=0,5-0,7(1—X) = 0, de forma que los valores propios son A\; = Ay = 1;
A3 = —0,2. Al haber mas de un valor propio unitario, la cadena no es regular.

Obtenemos ahora las probabilidades a largo plazo:

TP = 7
— 7w =(1, 0, 0), (0, 0,42, 0,58)
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La cadena no es regular o ergddica, es una cadena reducible con dos clases
cerradas. El estado 1 es absorbente y los otros dos son recurrentes. Hay dos
conjuntos de estados cerrados: {1}, {2,3}. La situaciéon en el largo plazo
depende claramente de las probabilidades iniciales. Por ejemplo, con el vector
p(0) = (1,0,0) nos encontaremos con p(n) = (1, 0, 0), ¥n € N, mientras que
con el vector p(0) = (0, 0,7, 0,3), p(n) — (0, 0,42, 0,58).

Ejercicio 43 Considera una cadena de Markov con matriz de
transicion
0 0,7 0,3
P={( 0 02 0,8
0 1 0

1) Obtén los wvalores propios de P. ;Es una cadena regular?
Calcula el limite de P".
11) Clasifica los estados en transitorios y recurrentes.

111) Obtén las probabilidades en el largo plazo de estar en cada uno
de los estados de la cadena.

Solucion

1) Obtenemos los valores propios de P a través de las raices del polinomio
caracteristico definido como [P — AI|, donde

-A 07 03
P—X|=| 0 02—X 08
0 1 -
Resolviendo 0,2X\3 — 0,2A% — 0,8\ = 0 se tiene que los valores propios son
A =1, A =0y A3 = —0,8. Por tanto, la matriz de transicién tiene rango
2, v al haber un tnico valor propio unitario, P" tiende a una matriz de
rango 1:
TP =
= 7= (0, 0,56, 0,44)
0 0,56 0,44

Por tanto, P" — 0 0,56 0,44
0 0,56 0,44
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11) El estado 1 es transitorio y los estados 2 y 3 recurrentes.

111) La probabilidad en el largo plazo de estar en el estado 1 es 0, de estar
en el estado 2 es 0,56 y de estar en el estado 3 es 0,44. De hecho, en el
estado 1 tinicamente puede estar en el momento inicial, ya que no puede
quedarse en ese estado ni ir a él desde ningtn otro.

Ejercicio 44 (Aquiles y la tortuga) Zendn (495-435 a.C.) hablé de
una carrera entre Aquiles y una tortuga. Supongamos que se le
da a la tortuga una ventaja de w unidades de tiempo. Supongamos
también que, durante cada unidad de tiempo, la tortuga recorre una
distancia de un metro, o bien, permanece donde estd, de acuerdo
con una variable binaria con probabilidad de moverse p (0 <p<1),
y que Aquiles corre con una rapidez constante de un metro cada
unidad de tiempo. Durante las w unidades de tiempo iniciales, la
tortuga recorrerd X, metros. En tanto Aquiles estd alcanzando X,
la tortuga recorrerda X, metros mds, hasta la posicion X, + X,. En
general, mientras Aquiles estd yendo desde X; + --- + X,,_1 hasta
X1+ +X,1+X,, la tortuga estard recorriendo X, ., metros mds.

1) Argumenta que {X, : n > 1} es una cadena de Markov
homogénea.

11) Obtén su matriz de transicion.
111) 5 Cudl es la probabilidad de que Aquiles alcance a la tortuga en
la posicion X, + X, ?

Solucion

1) Es una cadena de Markov, ya que en cada paso, el tiempo que tiene la
tortuga para avanzar es el tiempo que necesita Aquiles para recorrer la
distancia que ella ha recorrido en la etapa anterior. X; ~ B(w,p) y X,, ~

B(X,_1,p), para n > 1. Por tanto, P(X,|X,_1, -+, Xo) = P(X,.|Xn_1).
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1 0 0 0 0

1—p P 0 0 0

1-p)*  2p(1—p) P 0 0

W P=| (1—p)*  3p(1-p)*  3p*(1—p) P 0
A-p) (p(-p) (DA™ ()P (1—p)=? o po

1) Para que Aquiles alcance a la tortuga en la posicion X; + X, se
debe cumplir que X; + X5 = Xj; es decir, que la tortuga no avance
después de recorrer X; en las primeras w unidades de tiempo y mientras
Aquiles recorre exactamente X; metros. Por tanto, la probabilidad es
P(Xl + XQ = Xl) = P(X2 = 0), tal que

P(Xa=0) = ijP(X2 = 0|X; = i)P(X; =)






CAPITULO 6

Procesos de Poisson

Ejercicio 45 Una pieza tiene vida aleatoria con distribucion
exponencial de media 1/\ horas. Cuando la pieza falla, se
reemplaza inmediatamente por una pieza idéntica. Si N, es el
ndmero de fallos en [0,t|, demuestra que N, sigue un proceso de
Poisson de razon .

Solucion

Consideremos que X; es la variable aleatoria que denota la duracion de la
1-ésima pieza. Sea T, = X7+ Xo+-- -+ X} la duracién de las primeras k piezas.
El nimero de fallos hasta el momento ¢, Ny, es una variable aleatoria que puede
tomar los valores k = 0,1,2,..., de forma que N; = k < T, <t < Tjyq1. Al
ser las variables X; independientes, sabemos que T} sigue una ley Gamma de
parametros A y k, tal que para cada x > 0,

k
fr(a) = 7ot

Por tanto,
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= / ka( )kaJrldydl’
r<t<z+y)

= 1e_m)\e_kydydx
t—x — 1

La Figura 6.1 ilustra el comportamiento de una trayectoria N; a lo largo
del tiempo.

Xe

X2

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000
t (horas)

Figura 6.1: Numero de fallos con duraciéon exponencial de media 5000 horas.

Ejercicio 46 En el ejercicio anterior, el coste de reemplazamiento
de cada pieza es f > 0 euros, y la tasa de descuento del dinero
r > 0. Calcula el valor presente esperado de todos los costes de
reemplazamientos futuros.

Solucion



o7

Tenemos que el tiempo que pasa hasta cambiar la primera vez es T}, hasta
la segunda es T, y asi, sucesivamente. Por tanto, el valor presente de todos los
costes de reemplazamientos futuros en tiempo continuo sera

C=Y pe
n=1

y el valor esperado de este coste es

1

E(C) — iﬁE(e”’l)ziﬁ(lJr;)n:ﬁH;l :Bi

1_1+§

Ejercicio 47 Los clientes llegan a una tienda siguiendo un proceso
de Poisson de razén M. Solamente hay un encargado, y los
tiempos de atencion son independientes y siguen una distribucion
exponencial de parametro . En el instante inicial hay un unico
cliente, que estd siendo atendido. Prueba que la probabilidad de que
el préoximo cliente llegue antes de un cierto instante t; y, ademads,
encuentre al encargado ocupado es

A

yuritl

Solucion

Consideremos que Z; es el tiempo de atenciéon del primer cliente y que
T, es el tiempo de llegada del segundo cliente. Nuestro interés es obtener
P(Zy > T, NT, < t1). Descomponiendo la probabilidad usando el teorema de
la particién obtenemos que

PUZ > TN {Ty<t}) — /O“ P(Z1 > T[Ty = s) f(s)ds

t1 t1

= / 6_5“6_8’\/\ds:/ e 5t g
0 0

A t1 . )\

= 0 eslwrN T —
A 0 u+A

[1 _ e—tl(u-‘y—)\)]



58 CAPITULO 6. PROCESOS DE POISSON

Ejercicio 48 Considera una cartera compuesta por dos activos A y
B. Para un indice de referencia, sabemos que el nimero de caidas
bruscas sigue un proceso de Poisson de razéon anual \ = 0,5. Denota
por N; el nimero de caidas del indice en [0,1].

1) Obtén la probabilidad de que el indice caiga exactamente dos
veces en un ano.

11) Cuando cae el indice, y solo en ese caso, el activo A cae con
probabilidad py = 0,5 y el activo B cae con probabilidad pg = 0,2.
Obtén el proceso que siguen el numero de caidas de A, Ny, y
el nimero de caidas de B, Npg;.

111) Sabemos que el indice ha caido 2 veces en un ano. Obtén las
distribuciones respectivas del nimero de caidas de A y de B en
ese ano. Teniendo en cuenta que condicionadas a las caidas del
indice, hay independencia entre las caidas de los dos activos,
obtén la probabilidad de que ambos activos hayan caido 2 veces
ese ano.

Solucion

1) P(N, =2) = e 0525 — 0,075,
11) Ny, sigue un proceso de Poisson de razon 0,5 - 0,5 = 0,25.
Np; sigue un proceso de Poisson de razén 0,2 - 0,5 = 0,1.
I11)
Nay|Ny =2 ~ B(2;0,5)
Npi|[Ny =2 ~ B(2;0,2)
son dos variables binomiales independientes, con lo que

P({N =2} N{Np, =2}|N; =2) =0,5*-0,2* = 0,01

Ejercicio 49 Una empresa fabrica bombillas blancas de bajo consu-
mo con duracion exponencial, todas independientes entre si. En
general, la vida media es de 10 anos, pero en promedio 1 de cada
100 sale defectuosa y su vida media se reduce a 1 ano.



1)

29

Obtén la funcion de densidad de una bombilla tomada al azar.
Un cliente compra una de estas bombillas y después de un
ano sigue funcionando. Calcula la probabilidad de que sea
defectuosa. Asimismo, calcula la probabilidad de que funcione
otro ano mds.

Se hacen tiras decorativas de 20 bombillas. Calcula la probabi-
lidad de que, después de tenerlas encendidas durante un mes,
todas sigan funcionando. Calcula también la distribucion del
numero de bombillas que siguen funcionando al final del mes.

Solucion

1)

1)

Usando el teorema de la particion, tenemos que la funcién de densidad de
la duraciéon en anos de una bombilla tomada al azar es

1
ft) = 0,9956—“10 +0,0le7

Denotemos por T' a la duracién, por D el ser una bombilla defectuosa y
por R a ser del resto. La probabilidad de que sea defectuosa sabiendo que
ha funcionado un afo es
P(T > 1|D)P(D) 0,0le~!

P(T > 1) ©0,99¢1/10 4 0,011

P(D|T > 1) = 0,0041

Por tanto, la vida de la bombilla a partir del segundo ano tiene una ley
de probabilidad compuesta con probabilidad revisada

P(T>2|T>1)=P(T>2{T>1ND})P(D)+ P(T>2|{T>1NR})P(R)
= P(T>1|D)P(D) + P(T>1|R)P(R) = 0,8995

La probabilidad de que cada bombilla dure al menos un mes (1/12 = 0,083)
es

P(T > 0,083) = P(T > 0,083|D)P(D) + P(T > 0,083|R)P(R) = 0,9910

Al ser las duraciones independientes, tenemos que el nimero de bombillas
que siguen funcionando al terminar el mes sigue una ley binomial
B(20;0,9910), con lo que la probabilidad de que todas estén funcionando
durante un mes es P(T > 0,083)% = 0,8346.
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Ejercicio 50 Un estudiante compra un ordenador que se bloquea
frecuentemente y estima que el nimero de veces que se bloquea
stgue un proceso de Poisson con una media de tres bloqueos a la
hora.

1) Calcula la probabilidad de que el ordenador siga funcionando
sin bloquearse durante al menos una hora después de encen-
derlo.

11) Si no se ha bloqueado después de una hora, calcula la
probabilidad de que no se bloquee después de t +1 horas.

111) Otro estudiante tiene un ordenador algo mds fiable que se
bloqguea una media de 1 wvez por hora siguiendo también
un proceso de Poisson. Calcula la probabilidad de que este
ordenador se bloquee antes que el primero, st se encienden
al mismo tiempo.

Solucion

1) Sea NV, el nimero de veces que se bloquea en ¢ horas. Entonces, N; ~ P(3t).
Que siga funcionando sin bloquearse después de una hora, equivale a que
N tome el valor cero, por lo que

P(N, =0) =e* = 0,050

1)
P(N;yy =0NN; =0) P(Nyy =0
P(Nps1 =0|N1 =0) = ( HJ;(NI - 0)1 - ;(KZ; 0)) -

= P(N, =0)

111) Consideramos T) y T3 el tiempo en horas que tardan los respectivos
ordenadores en bloquearse. Sabemos que son variables exponenciales, T}
con media 1/3 y T5 con media 1. Entonces,

P(T,>T) = /OOO P(Ty > s|Ts = 8) fa(s)ds = /0°° /:O F1(8) fols)dtds

[e%¢) o] ]_
= 3e e Sdtds = ~
A /3 e e S 1



61

Ejercicio 51 En unos grandes almacenes han lanzado una oferta
de robots aspiradores que comienza un lunes con 20 kits en stock.
Saben que el nimero de clientes que compran durante los dias de
oferta sigue un proceso de Poisson con una media de 10 compras
en un dia.

1) Calcula la probabilidad de vender 10 kits en las primeras 5
horas del lunes.

11) Si el gran almacén esta abierto 10 horas al dia, calcula la
probabilidad de que no queden kits al final del lunes.

1) Se sabe que si se hace un pedido hoy, puede llegar mariana a
primera hora con probabilidad 0.5, a primera hora de pasado
manana con probabilidad 0.3 o a primera hora del siguiente
dia. St se hace un pedido hoy, calcula la probabilidad de que
tengas que decirles a los clientes que no hay kits antes de que
llegue el proximo pedido.

Solucion

1) Sea N, el nimero de compras en t dias, donde N; ~ P(10t). Entonces,
Nos ~ P(5) es el nimero de compras en 5 horas. Por tanto,

6_5 10

10!

11) Para hacer el célculo de forma sencilla usamos la aproximacion corregida
a la normal.

P(X221):P(Z2

P(Nys = 10) = = 0,01813

20,5 —-10

V10

111) Sea A; el suceso “llegada del pedido en i dias”. Los sucesos {A;}3_,
componen una particion en el conjunto de posibilidades. Si D denota
el suceso en el que hay que hacer esperar a los clientes, entonces,

P(D)=P(D|A1)P(A1) + P(D|A2) P(A2) + P(D|A3) P(As)
= P(N, >21|A,)P(A}) + P(Ny > 21| Ay) P(A5) + P(Ny > 21| A3) P(A;)

20,5—1 20,5—2 20,5—
=0,5P<Zz 050) +O,3P<Z2 050) +0’QP(ZZ 0530)
V10 V20 V30

) = P(Z > 3,32) = 0,00045

=0,3285
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Ejercicio 52 Los coches que llegan a un semdforo siguen un
proceso de Poisson con una media de 4 vehiculos por minuto. El
semdforo estd 40 sequndos en rojo y 80 segundos en verde.

1) Calcula la probabilidad de que haya exactamente 4 coches
en cola cuando el semdforo se pone en wverde. Calcula la
probabilidad de que haya mds de 7 coches en cola.

11) Obtén la probabilidad de que a lo largo de una hora haya al
menos una ocasiéon con mds de 7 coches en cola (Suponemos
que en cada apertura del semdforo se vacia la cola).

Solucion

1) Sea N; el niimero de coches que llegan en ¢ minutos. Entonces, N; ~ P(4t).
En los 40 segundos en los que el semaforo esta en rojo, si Y es el nimero
de coches en cola, la probabilidad de que hayan llegado 4 coches es

672,62’64
4!

Por otra parte, la probabilidad de que haya méas de 7 coches en cola es

PY >T)=1-PY <T)=1—[P(Y =0)+---+ P(Y =7)] = 0,0053

P(Y =4) = P(Nyyjs = 4) = P(Nyg = 4) = = 0,1414

Como ilustracion del decrecimiento en la probabilidad del nimero de coches
en cola, la Figura 6.2 muestra las probabilidades P(Y > 0,1,...,8).

11) 1 hora son 3600 segundos, durante los cuales el seméforo se pone en rojo
3600/120 = 30 veces. Sea X el nimero de veces en los que hay mas de 7
coches en cola. Entonces, X ~ B(30;0,0053). Por tanto,

P(X>1)=1-P(X =0)=1-0,9947" = 0,1474

Ejercicio 53 Un determinado activo puede tener caidas y subidas
bruscas, que suceden de forma independiente. Se consideran
bruscas cuando exceden el 10 % del valor anteriormente cotizado.
El numero de caidas bruscas a lo largo del tiempo, N., sigue un
proceso de Poisson de razén 1 caida cada 15 dias, mientras que
el numero de subidas bruscas, N, sigue un proceso de Poisson de
razon 1 subida cada 10 dias.
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0.8}

AN

0.0

Figura 6.2: P(Y > n) probabilidad de que haya n coches en cola, para
n=20,...,8.

1) Calcula la probabilidad de que en un mismo dia mno tenga
nit una subida ni una bajada brusca. Calcula, a su vez, la
probabilidad de que en un mismo dia tenga al menos una
subida y una bajada bruscas.

11) Calcula la probabilidad de que, en un determinado dia, la
primera subida brusca suceda antes que la primera caida
brusca.

Solucion

1) Consideremos Ny el niimero de subidas bruscas y N, el nimero de caidas
bruscas en un dia. Tenemos que A\, = 1/15 y A, = 1/10. La probabilidad
de que en un mismo dia no tenga ni una subida ni una bajada brusca es

P({N,=0}N{N,=0}) = e Y5110 = 846.

La probabilidad de que en un mismo dia tenga al menos una subida y una
bajada brusca es

PAN,>13n{N.>1}) = (1—-eV¥)(1—e V1) =6,1-107"
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11) El suceso descrito se da en un dia bien cuando no hay ninguna caida y si
una subida, o bien cuando a la primera caida le precede una subida. Por
tanto, si T y T, denotan los tiempos de la primera subida y primera caida
respectivamente, la probabilidad pedida es

P(T, < T|T. < 1)+ P({T, < 1} N {T, > 1})

Sabemos que T ~ Exp(As) v T. ~ Exzp()\.), con lo que

P(T,<TJT.<1) = /01 P(T, < t|T, = t) fr(t)dt
-/ 1 / . ()ds f, (£)dt = 0,0027

PH{T, <1}n{T.>1}) = P(T:<1)P(T.>1)
= [ fntoyds [ iy = 0088

Con lo que la suma 0,0907 es la probabilidad requerida.



CAPITULO 7

Procesos autorregresivos

Ejercicio 54 Justifica si los siguientes procesos son o no estacio-
narios, teniendo en cuenta que los errores u; son independientes
entre st, independientes del pasado de X;, e idénticamente distri-
buidos con media cero y varianza unitaria. En el caso de serlos,
evalia la media, la varianza, y las funciones de autocovarianzas y
autocorrelaciones.

I) Xt = 0,8Xt76 + (7

II) Xt = Uy + O,3ut_2
Solucion

1) En este caso, el proceso es autorregresivo. Para analizar la estacionariedad
planteamos la ecuacion caracteristica asociada a X;. Si escribimos
X, — 0,8X;_¢ = uy, la ecuacién caracteristica asociada es 1 — 0,82% = 0.
El proceso serd estacionario si las raices de dicha ecuacion estan fuera del
circulo unidad. Para ello, su médulo debe ser mayor que la unidad, lo que
es claro ya que se tiene que |z|® = (1/0,8) > 1.

La funcién de medias es la funcién nula, ya que E(X;) = 0,8E(X;_¢)+E(uy).
Por tanto, la media estacionaria cumple m = 0,8m, con lo que m = 0.
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Para obtener los momentos de segundo orden planteamos el sistema de
ecuaciones de Yule-Walker:

02=1 = Cov (X u) =7(0) —0,87(6)

0 = Cov (X, upr1) = v(1) — 0,8v(5)
0 = Cov (X, up2) = v(2) — 0,8v(4)
0 = Cov (Xy,uees) =v(3) — 0,8v(3)
0 = Cov (X, upra) =v(4) — 0,8v(2)
0 = Cov (X, uprs) =v(5) — 0,8v(1)
0 = Cov (X, u6) = v(6) — 0,8v(0)

De las ecuaciones 2 y 6 se obtiene que v(1) = v(5) = 0. De igual manera,
las ecuaciones 3 y 5 muestran que 7(2) = v(4) = 0 y de la ecuacién
4 se obtiene que 7(3) = 0. Finalmente, resolviendo el sistema de dos
ecuaciones y dos incognitas formado por las ecuaciones 1 y 7, obtenemos
que v(0) = 1/(1 —0,8%) = 2,78 y v(6) = 0,8/(1 — 0,8%) = 2,22. Las
autocovarianzas de érdenes superiores, k > 7, se obtienen de forma
recursiva siguiendo (k) = 0,8v(k — 6).

La estructura de autocorrelaciones se obtiene mediante p(k) = v(k)/~(0).
Por tanto, p(0) =1; p(1) = --- = p(5) = 0; p(6) = 0,8; p(7) = --- = p(11).
En general,

0,8™ k=6™
o0 ={ 0% e

Este proceso es un proceso de medias méviles. Por tanto, es estacionario
con media cero. La estructura de autocovarianzas se obtiene como:

v(0) = Cov (X, X;) =V (X;) = Cov (uy + 0,3u4_2, us + 0,3u;_2)
= 1+0,09=1,09

v(1) = Cov (X4, Xiy1) = Cov (uy + 0,3u—9, 1 + 0,3u1) =0

v(2) = Cov (X, Xiy2) = Cov (uy + 0,3up—o, U2 + 0,3u;) = 0,3

v(k) = 0; k>2

De nuevo podemos obtener la funcion de autocorrelaciones mediante

p(k) = v(k)/7(0).

Ejercicio 55 Considera el proceso

X =0,6X;-1 +0,3X;_2 + uy,
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donde los errores u; ~ iid N (0,0? = 1) son independientes del pasado
de Xt'

1) 4Es X, un proceso estacionario? Razona tu respuesta.

11) Resuelve la estructura de covarianzas y correlaciones de este
proceso.

Solucion

1) Resolvemos la ecuacion caracteristica asociada al proceso

1-062—-0,322=0

y obtenemos que las soluciones son z; = 1,081; zo = —3,08. Ambas
soluciones tienen valor absoluto mayor que uno, con lo que el proceso es
estacionario.

Como ilustracion, representamos 50 trayectorias de este proceso en la
Figura 7.1, en la cual se aprecia que la variabilidad permanece estable.
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Figura 7.1: 50 trayectorias del proceso X; = 0,6 X;_1 4+ 0,3X; o + u;.
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11) El sistema de Yule-Walker que se plantea en este caso es

= 7(0) = 0,67(1) — 0,37(2
= (1) = 0,67(0) — 0,3v(1
= ()—067()—037(0

)
)
)

, k> 2

o O O

Resolviendo, se obtiene que v(0) = 4,14;~(1) = 3,55;v(2) = 3,372.

Para k > 3, utilizamos la regla recursiva v(k) = 0,6v(k — 1) + 0,3v(k — 2).
Las correlaciones se obtienen mediante p(k) = ~v(k)/v(0).

Ejercicio 56 Considera un proceso definido de la forma
Xy =—0,2X; 5+ 0,5X; 4 + uy,

donde X, =0 y los errores u; son i.i.d., independientes del pasado
de X;, de media nula y varianza unitaria.

1) s;Es X; un proceso estacionario? Razona tu respuesta (Idea:
para resolver la ecuacion caracteristica prueba el cambio x =

2?).

11) Obtén las funciones de autocovarianzas y de autocorrelaciones
hasta el retardo 8.

Solucion

1) Para ver si el proceso X; es estacionario planteamos la ecuacién
caracteristica

140,222 —0,52* =0

Haciendo el cambio de variable x = 22, se obtiene la siguiente ecuacién:
1402z —0522=0

Las dos raices son reales y sus valores son 1 = —1,228 y x5 = 1,62, de
modulos mayores que la unidad. Por tanto, como sus raices cuadradas
también tendran médulo mayor que la unidad, el proceso es estacionario.
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11) Para calcular la funcién de autocovarianzas, planteamos el sistema de
ecuaciones de Yule-Walker, que viene dado por

7(0) +0,29(2) = 057(4) = 1
(1) +0.29(1) = 0,57(3) = 0
7(2) +0,29(0) = 0,57(2) = 0
7(3) +0.29(1) = 059(1) = 0

De las ecuaciones 2 y 4 es inmediato ver que y(1) = v(3) = 0. Por tanto,

basta con resolver un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas, del
que obtenemos los valores v(0) = 1,587, v(2) = 1,905 y ~v(4) = 0,9206.

Después, aplicamos la formula recursiva (k) +0,2y(k—2)—0,5v(k—4) =0
para los retardos de orden superior y obtenemos que y(5) = v(7) = 0,
7(6) = 0,7684 y v(8) = 0,3066. Los valores de la funcién de autocorrelacién
se obtienen directamente como p(k) = v(k)/v(0).

Ejercicio 57 Constdera el proceso X; = 08X, 3 + u;, con errores
uy ~ iid N (0,1) e independientes del pasado de X;. Considera que
Xo stgue la distribucion estacionaria.

1) Verifica que el proceso X, es estacionario.

11) Obtén las funciones de autocovarianzas y de autocorrelaciones
del proceso hasta v(9) y p(9).

111) Obtén la distribucion de Xy condicionada a X3 = 2. Obtén,
ademads, la distribucion de Xy condicionada a Xg = 16 e
interpreta los resultados.

Solucion

1) Comprobamos que la ecuacién caracteristica tiene sus soluciones fuera
del circulo unidad: 1 — 0,823 =0 = 23 = 1,25 = |z|3 = 1,25. Por tanto,
|z| = /1,25 > 1 y se tiene que el proceso X; es estacionario.
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11) Planteamos el sistema de ecuaciones de Yule-Walker

111)

I = v(0)-087(3)
0 = 7(1)—-087v(2)
0 = 7(2)-08v(1)
0 = 7(3)—08v(0)

De las ecuaciones 2 y 3 obtenemos que 7y (1) = v(2) = 0, mientras que de
las ecuaciones 1 y 4 obtenemos que v (3) = 2,222 y v (0) = 2,778.

A partir de aqui, se cumple que v(4) = v(5) = 0; v(6) = 1,778;
v (7) =7 (8) =0; v(9) = 1,422.

Por tanto, la estructura de autocorrelaciones viene dada por: p(0) =
Lp(1) =p(2) = 0;p(3) = 0.8;p(4) = p(5) = 0;p(6) = 0,8%p(7) =
p(8)=0;p(9) = 0,8

La Figura 7.2 muestra la representacion de la funcién de autocorrelacion
(ACF, por sus siglas en inglés), donde se aprecia su tendencia negativa
a medida que aumentan los retardos. Esta caracteristica de pérdida de
memoria es clave en procesos estacionarios.

1.0

o
©
T

p(k) = Corr(Xz, Xe—«)
o o o
N N (o))

o
=)
T

Figura 7.2: ACF del proceso X; = 0,8 X; 35 + uy.

Xg = 0,8X6 + ug = 0,8 (0,8X3 + UG) + U9 = 0,64X3 -+ 0,811,6 + ug
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Por tanto, Xo| (X3 = 2) sigue una ley normal de media 1,28 y de varianza
1,8. Asimismo, Xg|(Xg = 1,6) sigue una ley normal de media 1,28 y
varianza 1.

En estos casos particulares, la media condicionada de Xg es la misma, pero
la varianza es mayor cuando condicionamos a X3 dado que hay mayor
incertidumbre.

Ejercicio 58 Una cadena tiene establecimientos en 3 paises
diferentes y estima que los beneficios para el 2025 en cada pais
(en millones de euros) siguen una ley normal B, ~ N(1,0% = 2),
1 = 1,2,3. Considera que hay independencia en los beneficios por
paises.

1) Obtén la distribuciéon de los beneficios totales de la cadena
BT = B, + By + B3 en el ano 2025. ;Cudl es la probabilidad de
que la cadena tenga pérdidas?

11) Se considera que la dindmica de los beneficios totales en afios
sucestvos stgue un proceso del tipo BT, = 0,3 + 0,.9BT;_ 1 + wuy,
con u; ~ N (0,1) independientes entre si y de BT, ;. Calcula la
probabilidad de que la cadena tenga pérdidas en el anno 2026.

111) Si sabemos que en 2025 la cadena ha tenido 0,5M de euros

de beneficios, ;cudl es la probabilidad de que haya pérdidas en
20267

1v) Sabiendo que es un proceso estacionario, calcula la media y
la varianza de los beneficios anuales en el largo plazo (ten en
cuenta que en la ecuacion del proceso la media y la varianza
serdn la misma para todos los periodos).

Solucion

1) Si BT, representa los beneficios totales de la cadena en 2025, como
BTy ~ N(3,0? = 6), la probabilidad de pérdidas es

-3
P(BTy<0) = P(Z< -2} =d(-1,225) = 0,1104
(BT <0) = P(Z< )= (-1225)
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11) Denotando por BT los beneficios totales de 2026, tenemos que

BTy =03+ 09BTy +u; ~ N(3,6°=09"-6+1) = N (3,0 = 5,36)

Por tanto, la probabilidad de pérdidas en 2026 es ®(—1,239) = 0,1076.

111) La distribucién de los beneficios totales en 2026 en este caso es

BTy =0,3+0,9-054u ~ N(0,75;0% = 1)

Ahora la probabilidad de pérdidas es ®(—0,75) = 0,2266.

1v) Como el proceso es estacionario, las medias y varianzas son las mismas en
cualquier afio. Denotando por m y por o2 la media y varianza estacionarias
respectivamente, resolvemos

Asi, obtenemos que

m

0_2

0,3+ 0,9m
0,8102 + 1




CAPITULO i;

Martingalas

Ejercicio 59 Sea {X,}.cx una sucesién de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, de wvarianza finita
o?, tal que Vn € N, E(X,) = 0. Prueba que el siguiente proceso
estocdstico es una martingala con respecto a la filtracion natural
{Fn,n € N}:

1=1

Solucion

Recordemos que, para que una sucesion sea martingala, una de las
condiciones que se tiene que cumplir es F(|M,|) < oo. Demostremos esta
condicién. Para ello, contemplamos dos posibilidades: |M,| < 1y |M,| > 1.

Si |M,| <1, E(|M,]) <1< oo

Si |M,| > 1, |M,| < |M,|? por lo que E (|M,|) < E(|M,|?). Ademas, como
X, son v.a. independientes, podemos escribir

ij(Xf) =no’ < oo

=1

E(|M.[?) = E (M)

Este apartado lo daremos por probado en los ejercicios siguientes.
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Ademas, se debe cumplir que E (M, |F,—1) = M, 1.

n n—1
E (Mn‘fnfl) - E ZXz’fnfl — E Z Xz —|— Xn|fn71
i=1 =1
Mn—l +E (Xn|Fn—1) = Mn—l +0

= Mn—l

En la Figura 8.1 se representan 50 trayectorias de este proceso considerando,
sin pérdida de generalidad para esta observacion, que las variables X; son
normales estandar (Z;). Vemos cémo la variabilidad va creciendo de forma
lineal. De hecho, el estadistico representativo de esta variabilidad global, la
varianza, crece de forma lineal con n.

\
20 | - ’ - ~ N

10 -

XS A‘ SRS
R 3 m; N -/ A
SRR\ ISR

i

l'f“"; e\
W v i

—10

—20

Figura 8.1: Trayectorias del proceso M, = 3" | Z;, con Z; ~ N (0, 1).

Ejercicio 60 En el mismo contexto del ejercicio anterior, prueba
que el siguiente proceso estocdstico también es una martingala:
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Solucion

n n—1
=1

=1
My - ]E(Xn|fn—1) =M, -1
= Mn—l

Ejercicio 61 Sea {M;};>0 una martingala con respecto de la
filtracién natural {F;,t > 0}, tal que E(M?) < co, para todo t > 0.
Demuestra que

E ((Mt - Ms)2|f8) = E((ME - M52)|~Fs)

Solucion

E ((M; — M)*|F) = E((M7 —2M,M, + M?)|F,)

(M} — M2 —2M M, + 2M?)|F,)

((ME — M2)|F,) — 2B (MM, — M?2)|F)
(M7 = M2)|F.) — 2M.E (M, — M,)| F,)
= E((M] — M})|F;)

Ejercicio 62 Sea {Y,}.cny una sucesién de variables aleatorias, inde-
pendientes e tdénticamente distribuidas, con distribucion uniforme
en el intervalo [—1,1]|. Definimos el proceso estocdstico

So=10
S_Zz 1}/;7 77,21

Demuestra que los siguientes procesos estocdsticos son martinga-
las:

1)
MO - 0
M, =37, 53_1}/;7 n=>1
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Aﬂ)::o
M,=5>-2 n>1

n_ 3

Solucion

n n—1
E (M,|Fn_1)=E (Z S}_lmfn_l) =E (Z SZ Y+ Sﬁ_lynm_l)
=1 =1

n—1 n—1
= ZquYH—E <S13—1Yn’-7:n71> = ZSE—1K+S§—1E(YH|-FH71)
i=1 i=1

- n—1
1)

E (Ma|Foe1) = E (2 = 51F0s) =E(S8Fur) -

o)
_ E(

Ejercicio 63 Sea {X,}.en una sucesiéon de wvariables aleatorias,
independientes e idénticamente distribuidas, con X, ~ N(0,0%),
Vn € N. Calcula el valor de a que hace que el siguiente proceso
sea una martingala:

My =1
M, = ele i Ximna®) ) >

)l -



7

Solucién
E (M,|F,_1) = E (ea S Xi—no? |fn71) :]E<e“ S XitaXn—(n—1)0?—o? |fn71)
— B (e* DI Xm0 X B ) — M B (450 F )

(1)
- n—1 €XP o°+ 9

Para que E (M,,|F,_1) = M,_1, se tiene que cumplir que exp (—02 -+ #) =1,

y eso sucede si y solo sf a®> = 2 & a = +/2.

Ejercicio 64 Considera un proceso martingala en tiempo discreto
{Mp}n=12,... Sea Y, = My + S My (M; — M), con Yy, = M.
Comprueba que {Y,} es también una martingala.

Solucion

E(Y,|F1) = E (Mo + Z M (M; — Mil)‘fn1>

i=1
n—1

= E <Mo + Y M (M; — M) + My (M, — Mn—1)|~Fn—1>
i=1

= E (Ynfl + Mnfl(Mn - Mnfl)‘fnfl)

== Yn—l + Mn—lE (Mn - Mn—l‘«/—-‘n—l)

= Yn—l

proceso definido como Y, = My + ", S;(M; — M;_1), con Yy = M.
Especifica una condicion suficiente del proceso {S;} para que {Y,}
stga stendo martingala.

Solucion

Si consideramos que {5, } es un proceso predecible (adaptable a la filtracién
Fn_1), tendremos

E (Yn_Yn71|fn71) =E [Sn (Mn_Mnfl)’Ynfl] :SnE [(Mn_Mnfl)‘Ynfl] =0

Por tanto, la predictibilidad es una condicién suficiente.
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CAPITULO

Movimiento Browniano

Comenzamos visualizando 50 trayectorias de un movimiento Browniano
estandar en la Figura 9.1.

2.
|
S s
m R “\% Ky e’ V"':‘ ’0,\ “M‘vw,* f*:'f"m‘\“ W
i g
% .ﬁ“ g W‘ .wo'”M\";\
“ i, D ST
NI
X A ¥ 74 ,,,.4‘\0“’“% \
_2-

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 9.1: 50 trayectorias de un movimiento Browniano estdndar en [0, 1].

Ejercicio 66 Si B, es un movimiento Browniano, demuestra que el
stguiente proceso estocdstico es una martingala:

M, = B} — 3tB,
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Solucion

Como ilustracién, probemos en este caso la condicién E|M;| < co. Tenemos
que E|M;| < E|B}| + 3tE|By| y, dado que B; tiene tanto su varianza como el
momento de orden 3 acotados, las esperanzas anteriores son finitas.

Para el siguiente paso, sea s < t. Entonces,

E (M| F,) = E (B} — 3tB,|F,) = E ((B, — B, + B,)” — 3tB,| F,)
= E((B,—B;)’ + 3(B,—B,)* B + 3(B,— B,) B + B}~ 3tB,|F,)
=0+3(t—s)B, + B? - 3tB, = B® — 3sB,
= M,

Ejercicio 67 Comprueba que si B, es un movimiento browniano,
nt el puente browniano, K, = B; — tBy, nt el movimiento browniano
con deriva, (); = 0B, + ut, son martingalas.

Solucién
Para s < t,

E (Ki|Fs) = E(B:—tB|Fs) = E (B Fs) — tE (B1|Fs)
— (1-1)B, # K,
E (Qt|fs) = E (UBt + Mﬂfs) = UBS + ,ut 7é Qs

Ejercicio 68 Fste ejercicio es wuna consecuencia del teorema
funcional del limite y proporciona nociones bdsicas que se utilizan
en la teoria de cointegracion para hacer contrastes de raices
unitarias.

Considera el proceso X; = aX, 1 + u;, donde Xy, = 0 y las
variables u; son independientes de media nula y varianza o*. Obtén
la distribucion del estimador

23;1 Xtthl
Y X

bajo la hipotesis nula Hy:a =1.

a=
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Solucion

Bajo la hipétesis nula, a = 1, por lo que podemos escribir

S X X _ Sy (Xio1 4 w) Xy 14 S ue X
Z?:l thfl Z;:l Xt271 ZZZI Xthl

La distribucién de este estadistico es la misma que si consideramos ¢ = 1,
ya que si reemplazamos X; por X;/o y u; por us/o, el proceso se mantiene
igual. Por tanto, para analizar el estadistico consideramos o = 1. Bajo H,,
a =1y, siendo AX;_1 = X; — X;_1 = uy, podemos reescribir el numerador y el
denominador de la forma

a=

d LAX ) Xy
;UtXt—l = T; Ti2 T

T T 2
2 _ 2 Xt—ll
;Xt—l - T Z T T

t=1

Usando el principio de invarianza de Donsker, tenemos que f(X,//T) converge
en distribucién a f(By).

XT:AXHXH
= Ti/2 T1/2
T 2
Xiil a /1 2
— — B:dt
Z T T 0o !

t=1

d 1
, / B,dB,
0

Por tanto,
1 & a [t
— ZutXt—l — / BtdBt
T = 0
1 X2, 1 4
— —1— BZdt
DS )
Y se deduce,






CAPITULO ]. O

Calculo de Ito

Ejercicio 69 Considera que S; sigue un proceso de Ito de la forma

as,

— =pu(t)dt+o(t)dBs,
St

donde 1 (t) y o (t) son funciones continuas en [0,7]. Demuestra

S, = Soexp M (ﬂ(s) _ ”22(5)> ds—i—/otcr(s)dBS}

Solucion

Comprobemos que S; cumple la ecuacion diferencial del enunciado. Podemos
escribir S; = f(t,X;), donde f(t,x) = Spexp [fg (,u (s) — ”T(S)> ds + :1:} y
X, = [0 (s)dB,.

Por tanto,

pin) = (w0~ ") soesp [ [ (1)~ 12 s 0

2
folt, ) = Soexp Vot (u(S)—022(S)
[ (-

fez(t,z) = Soexp{
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y se tiene

X)) = (mw—“z“))st
f(t, X)) = S

fou(t, Xi) = S
Utilizando la regla de 1t6, df (t, X;) = fidt+ f.dX;+ %fw(dXt)2, obtenemos

2 (t 1
dSt = <,u (t) — U 2( )) Stdt + Stht + 5515 (dXt)Q

Como X; = [l o (s)dB,, se cumplen dX; = o (t)dBy; (dX;)* = o2 (t) dt. Asi,
se deduce

d;} - <u (t) — 02;”) dt + o (t) dB, + 022(t)dt

= p(t)dt+o(t)dB,
Ejercicio 70 Sea X; un proceso de Ito, dX; = udt + 0dB;, con Xy =0.

i) Obtén la ecuacion diferencial que cumple Y; = e*t.

i) Idem para Y; = ae*t.

Solucion

1) Tomamos f(t,x) = €. Asi, fi = 0; fo = €*; fu. = €. Utilizando la
férmula de 1t6, df (t, X;) = fidt + f.dX, + %fm(dXt)Q, se tiene que

1
dy, = eXdX;+ §eX‘ (dXy)?
1

= e (udt + odB;) + §J2extdt

— (u+ ;a2> Yidt + oY,dB,

dy, 2
=1 = (u+02>dt+o—dBt
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11) En este caso f(t,x) = ae®; f; = 0; f, = ae”; fu. = ae®. Utilizando de
nuevo la formula de 1to6,

d(ae™) = ae*dX, + %ext(dXt)Q
1
= Yi(ut + 0dBy) + SYi(udt + 0dB;)?

= ¥ (u+ ;02) dt + Y,odB,

Por tanto,

dY; o?
— = — B
Y, (H—i— 2>dt—i—ad t

Ejercicio 71 Resuelve la ecuacion diferencial estocdstica

dXt = th ‘|‘ 3XtdBt
XO - 3

. . s i . . _9
Indicacién: Utiliza el cambio de variable X, = Y,e3Pt 3!,

Solucién
. _ 9 .
A partir de Y, = X, F}, con F, = e 3B+32t se obtiene

d}/; - Ftht + XtdFt + dXtdE
= ¢ 3BHE(2dt + 3X,dB,) + X,e 3Bt (—3dB, + 9dt) — 9X,e PPt atdt

= 2Bty

Por tanto,
¢
Y;J — 3+2/ e*BBer%st
0

X; = 3e*P3t 42 / 3B B §e9) g
0

Ejercicio 72 Ezxpresa la v.a. B} como la suma de su esperanza mds
una integral estocdstica. Calcula su media y su varianza.
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Soluci6én
Aplicando It6 a B} tenemos
dB! — 4B%dB, +6B%dt
BL — 4/OTB;?dBt+6/OTBEdt

Integrando por partes y aplicando It6 a B?: dv = dt; v = t; B? = u;
du = 2B;dB; + dt, se tiene que

T T
/ B2dt = TB2 — / t (2B,dB, + dt)
0 0

Asi, B2 = [ dB? =2 [ B,dB, + [ dt y, por tanto,

T T T
B — 4 / B3dB, + 6T / (2B.dB, + dt) — 6 / t (2B,dB, + di)
0 0 0
T
_ 3T2+/ (4B? +12(T — t) B,) dB,
0
E(By) = 371°
T
V(BY) = [ BB +12(T—t)B) dt
0

T
- / E (16B% + 96 (T — t) B + 144 (T — t)° BY) dt
0

= 240T4+96 3 r_r + 144 T4+T4 21
N 4 3 4 2 4 3

= 967"
— E(B}) —E(B})" = 105T* — 9T* = 967"

Ejercicio 73 Considera la v.a. F = fUT t2Bydt.

i) Obtén su representacion integral (Idea: utiliza Ité con t*B; o
integra por partes).

ii) Obtén la media, la varianza y la distribucién de la v.a. F.

Solucion
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1) Consideremos f(t,z) = t*z, con f; = 3t%x; f, = t3; fo. = 0. Aplicando la
férmula de Ito,

d(t*B,) = 3t*B,dt + t*dB,
T T
3By — / 32B,dt + / 4B,
0 0

T T T T
/ S2B,dt = T3By — / #3dB, = T* / B, — / BdB,
0 0 0 0
T
- / (T* — t*)dB,
0

Por tanto,
T 1 /T
/ 2Bydt = - / (T* — 1%)dB,
0 3Jo
11) De la representacién integral obtenemos que la media de F' es cero y la
varianza es V(F) = (1/9) [ (T® — t*)2dt = T"/14.

Al ser F de la forma F = [} u(t)dB, con u(t) determinista, tenemos que
F ~ N(0,T7/14).

Ejercicio 74 Consideremos un proceso de movimiento browniano
{B:,0 <t <T}. Encuentra la representacion integral de la variable
aleatoria F = 4B} + 5.

Solucién
Aplicando Itd6 a B} tenemos que dB} = 12B2dB; + 12B;dt. Por tanto,
integrando por partes y teniendo en cuenta
T

T T T
/ Btdt:tBt|g—/ tdBt:TBT—/ tdBt:/ (T — t)dB,
0 0 0 0

obtenemos .
F:5+/ 12(B2 + T — t)dB,
0






CAPITULO ]. ].

Representacion integral de
martingalas

Ejercicio 75 Sea L;=exp (—)\Bt — ’\;t)

1) Obtén la representacion integral de L.

11) Razona si el proceso L; es o no una martingala.
Solucién

1) Aplicando It6,

2 2

A A
st - —?Ltdt - )\LtdBt + ?Ltdt - —ALtdBt

Por tanto,

T T
/ dL, — / _AL,dB,
0

0

T
Ly — Ly = / “AL.dB,
0
y, como Ly = 1, obtenemos

T
LT:1—>\/ L.dB,
JO
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11) Alser dL; = —AL;dB;, vemos que el proceso L; no tiene deriva (no hay un
término con dt), con lo que el proceso L; tiene la propiedad de martingala
y su representacion integral es

t
Lo=1-— / AL.dB,
0

Ejercicio 76 Calcula los valores del parametro a para los cuales el
proceso estocdstico
Xt = egat sin Bt

es una martingala. Calcula la media de este proceso y comprueba
que es una martingala cuadrado integrable.

Solucion

Por la formula de 1to,
1
dX; = 3ae>™ sin B,dt + €™ cos BydB; — 563‘” sin B, dt
Por tanto, si 3a — 1/2 = 0; es decir, si a = 1/6, tendremos
t
X, = / 3% cos Byd By
0

Comprobemos que X; cumple la condicién de ser cuadrado integrable.

t 2 t ¢
E K/ 3% cos Bsst> ] =F (/ 5% cos? Bsds> < / 9% ds < 0o
0 0 0

Finalmente, F(X;) = E(X,) = 0.

Ejercicio 77 Considera la v.a.

T
Fp = / 2 B,dt + 3By
0

1) Obtén la expresion de Fr como su media mds una integral
estocdstica (Idea: Aplica Ité al proceso t*B;).
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11) Obtén la media y la varianza de Fr y su distribucion.

111) Razona por qué el proceso F;, 0 <t <T, no es martingala.

Solucion

1)

1)

I11)

Consideramos el proceso X; = t*B; y tomamos f (¢, z) = t?x, de manera
que f; = 2tx; f, = t%; fue = 0. Aplicando It0,
d(t?B,) = 2tBdt + t*dB,
T T
T°Br = / 2 Bydt + / 1241,
0 0
Por tanto, como
T T T
| 2Bt =T2By — [ £2ap, = [ (1~ ) dB,,
0 0 0

se obtiene
T

T
| 2tBudt+3Br = [ (T°— £ +3) dB,
0 0

Observa que obtienes el mismo resultado integrando por partes fOT 2t Bydt.

V(Fr) = /TE<T2_t2+3)2dt:/0T(T2_t2+3)2dt

0

T
= / (T*+t* = 26°T° + 6T° — 6t* + 9) dt
0

8
= —T°+47°% 4+ 9T
15 + +

Ademds, Fr ~ N (0, ST5 + 4T3 + 9T), ya que se trata de una integral

del tipo fOT u;d By, donde u; es determinista.

El proceso F; tiene como dinamica dF; = 2t B,dt + 3dB;, que tiene deriva,
con lo que no podemos expresar I} como una integral estocastica indefinida
mas una media constante.
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Ejercicio 78 Considera la v.a.

T
Fr = / B2dt
0

1) Obtén la expresion de Fr como su media mds una integral
estocdstica (Idea: Aplica Ité al proceso tB?).

11) Obtén la media y la varianza de Fr.

111) Considera 100 v.a. independientes, Xi,..., X100 con la misma
distribucion que F,. Describe razonadamente la distribucion
aproximada de Sipo = X1+ ... + Xio0.

Solucion

1) Aplicando la férmula de Itd al proceso tB?, se obtiene
d(tB}) = Bjdt+ 2tBydB, + tdt

T T T
TB; = / Bldt + / 2t B,dB; + / tdt
0 0 0

Por otra parte, como d (B?) = 2B,d B, + dt, se tiene que B3 = [ 2B,d B, +

T. Por tanto,
T T T T? T T?
/B,?dt:/ 2TBtdBt—|—T2—/ 2tBtdBt——:/ 2(T—t) BydB,+ —
0 0 0 2 0 2
1)
T2
E(Fr) = 3

4

V(Fr) = /OTIE(2(T—t)Bt)2dt:/0T4(T—t)2tdt:7;)

111) La variable

! 1
F1:/ 2(T ~ 1) BB, + 5
0



95

no es normal, ya que no se puede escribir de la forma F} = fol u(t)dBy, con
uy determinista. Usando el Teorema Central del Limite para las variables
independientes, obtenemos la aproximacion

100
5100 - Xl —|— .+ XlOO ~ N (50, ?>

Ejercicio 79 Considera el proceso M, = t*B, — afot sBsds, para t €
[0,77].
1) Obtén el valor de a para que M, sea martingala.

11) Obtén la distribucion de My para el caso anterior. Utiliza la
representacion integral de variables aleatorias.

111) Utilizando los resultados anteriores, explica razonadamente si
puedes obtener la distribuciéon de M;, para cada t € [0,T]. En
caso afirmativo, especificala.

Solucion

1) Utilizando la férmula de 1t6, dM; = 2t B,dt + t2dB, — atB,dt. Para que no
haya deriva, se debe cumplir que a = 2.

11) Integrando por partes tenemos
T T
2 [ tBudt =T°Br — [ B,
0 0

Asi,
T T
My = T?By — T?By + / 2dB, = / 2dB,
0 0

Al ser t? determinista,

T T5
My ~ N (o/ t4dt> _N (o, 5)
0

111) Para cualquier ¢ en [0,77],

t £
M, = / w?dB, ~ N <0, )
0 5
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Ejercicio 80 Considera la variable X = afOT e' Bydt + b.
1) Obtén la distribuciéon de Xr. ;Para qué valores de a y b tiene

X1 media nula?

11) Considera el proceso X; = a [} ¢"B,du+b, para t € [0,T]. s Tiene
estructura de martingala? Razona tu respuesta.

Solucion

1) Aplicamos Itd al proceso e€'B;, con f (t,x) = e'z. Dado que f; = e'x;
fz =€ fux = 0, obtenemos

d(e'B;) = €e'Bydt + e'dB,

Por tanto, e’ By = fOT e' Bydt + foT e'dB;. Despejando, se tiene
T T T T
[ Bt =" [“dB— [ B, = [ (") a,
0 0 0 0

En base a lo anterior, podemos escribir X = afOT e'Bydt + b =

a OT (eT — et) dB; 4+ b. Teniendo en cuenta la representacion integral,

E (X7) =0 < b= 0, mientras que a puede tomar cualquier valor.

Ademas, al ser (e* — €t una funcién determinista XT es normal de media
) )
b y varianza

T ) T
a2/ (eT — et> dt = a2/ (€2T + et — 26T+t> dt
0 0

2T -3 1
2 2T T

= ° 2¢T — =
a( 2 c ‘ 2)

11) No, ya que dX; = ae'Bydt corresponde a una dindmica con deriva,
incompatible con la propiedad de martingala.

Ejercicio 81 Considera dos movimientos Brownianos independien-
tes B, y W, y el proceso definido de la forma

t t
X, = 20 + / B2dW, + / Ve dB,
0 0

Obtén la expresion integral del proceso X} y el valor de su media.
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Solucion

Tenemos que el proceso X; esta expresado como su media y valor inicial
ro y una integral estocastica dependiendo de un movimiento Browniano
bidimensional.

Como B; y W, son procesos independientes, dB;dW, = 0. Utilizando la
regla de Ito,

dX? = 2X,dX, + (dX,)’
= 2X, (B}dW, + "dB,) + (B} + ") dt

Ademés, para Xy = x, podemos escribir

t t t
‘ﬁ:ﬁ+/2&ﬁﬂ%+/2&ﬂﬂ&+/(E+8mﬂs
0 0 0

y el valor de la media es
t
E(X?) = o+ [ E(B!+e™)ds
0
t
= 23+ /0 (35 +€*) ds
1
= %+§+§@%—U
Adicionalmente, vemos que este proceso no tiene estructura de martingala,

ya que tiene una parte de deriva no nula y no lo podemos escribir como su
media mas una integral estocdstica indefinida.






CAPITULO ]. 2

Black-Scholes

Ejercicio 82 FEl precio de un activo financiero sigue el modelo de
Black y Scholes

d
95 _ it + 0dB,
S

con condicion inicial Sy y tipo de interés r.

1) Proporciona una expresiéon explicita para S; en funcion det y
B;.

11) Calcula el precio inicial de un derivado que en T paga log Sr.
Discute el resultado en funciéon de o y r. En particular,
comenta qué sucede cuando r =0 y o = 0.

Solucion

1) Usando el Lema de It6 para

F(.B) = Spexp K” _ f) Fy aBt}

se puede comprobar que

o2
Sy = Spexp K,u— 2>t+03t} ,
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puesto que cumple la ecuacion diferencial del enunciado

2 2
dSt = <,u — 2) Stdt + O'StdBt -+ %StdBt = St (,udt + O'dBt)

11) Denotemos por V; el valor del derivado en un momento ¢. Bajo la medida
neutral al riesgo p = r, con lo que

0.2

Vo = Eg (e’TT log ST) =Eq <€TT log {SO exp Kr — 2) T+ oBr

2

= EQ (G_TT {log S() + (T — 2) T+ O'BT}>
2

= ¢ 7 {log So + (7‘ — 02> T}

Cuando r y o son nulos, Vy = log Sy. Dicho de otra forma, si no hay
descuento de precios ni incertidumbre, el valor inicial coincide con el valor
final, ya que S; = Sy, para todo t.

Ejercicio 83 El precio de un activo financiero sigue el modelo de

Black y Scholes
dsS;

S

con condicion inicial Sy y tipo de interés r.

1) Obtén la distribucion que sigue log Sr.

11) Calcula el precio inicial de un derivado que en T paga 30 euros

st St > e(T_UQ/Q)TSO y 0 en otro caso. Discute el resultado.

Solucion

1) Sy = Spexp ((u — %2) t+ aBt). Por tanto,

2

2
log St = log Sy + <,u— 02>t+aBt ~ N(log50—|— <,u— 02> T,02T>



101

11) Bajo la medida neutral al riesgo, log Sp ~ N (log So + (r — %2) T, J2T) .

Si el derivado Vi paga 30 euros cuando Sy > e(m=7"/2T G,
Vo = Eq(e77301 {Sp > (/A7 5)})

— 30€—TTPQ <ST > e(rng/Q)TSO)
= 30e " Py (log St > log Sy + (r — 02/2) T)

= 15¢7"T (euros)

Tenemos que la probabilidad neutral al riesgo de que S > er=o*/AT G 65 0, 5.
Por tanto, el valor inicial de V} es el valor descontado de 0,5V,

Ejercicio 84 El precio de un activo financiero sigue el modelo de
Black y Scholes

Sy

con condicion inicial Sy y tipo de interés r.

1) Fijada una fecha de vencimiento T', encuentra la probabilidad
neutra mediante la aplicaciéon del teorema de Girsanov y
formula su densidad.

11) Calcula el precio inicial de una opcion rango que paga en el
vencimiento T el valor D >0 si ki < Sy < ks y 0 en otro caso.

111) Valora el derivado cuando T =1, D =2 y el intervalo es (1, 1,5).
Considera que So =1, c =1y r=0.

Solucién
1) Bajo la probabilidad neutral al riesgo @, la densidad es

2
aQ e_%T_%BT

P
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11) Bajo Q, S = Spexp [(r — "72) T+ O'BT] y el valor del derivado V; en 0 es
Vo=Eq (e7""Vy)=Eq (e 7" "D-I{Sr € (k1, ks)}) =€~ ""'D-Po (Sr € (k1, k2))
teniendo en cuenta

Py (St € (k1,ka)) = Pg (ki < Sr < ks)

2
= Py (k:l < Sy exp Kr— 2) T+ oByp

< k’g)
Esta probabilidad se obtiene como

pol(E e [+ %) ] < expiomil < B[ (e 2)1])

1 k T o? 1 k T o?
—PQ( 10g§1+ (—7‘+2)<BT<10g52+ (—T+2))

:PQ<O\1/—lOg§(1) ﬁ( r+022> 51<0\1/_1 k+ﬁ(—r+02)>

(i T ) e T (49)

111) Sustituyendo los valores en la expresién del apartado anterior, se obtiene
que el valor inicial del derivado es

Vo = e "'D-Py(Sr € (ki, ko))
= 2(®(0,5+1og(1,5)) — (0,5 + log(1)))
= 2(®(0,9054) — @ (0,5))
2(0,8173 — 0,6914) = 0,2518

Ejercicio 85 El precio de un activo financiero sigue el modelo de
Black y Scholes

ds

—L — dt +0,5dB,

St
con condiciéon inicial Sy = 100 y r = 1. Calcula el precio en el
instante inicial de un derivado que produce en I’ un beneficio igual

Sr.
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Solucién
El proceso que sigue el precio del activo es
S, = 100e(1735)t+ 3B — 100eft+3Be
y el precio del derivado en el instante inicial es
b = e (V)
= e_TT]EQ <\/Soe(r_022)T+‘TBT>
= ¢ TEg (Sé/Qe%(T_J;)TJ“gBT)
= Ty ) Ry (e55)

2

— Soe(*5*%>T — 10e~ 5T

Ejercicio 86 Fl precio de un activo financiero sigue el modelo de

Black y Scholes

d

DS _ it + 0dB,

St
con condicion inicial Sy. Calcula el precio V en el instante incial
de un derivado con un valor final igual a Sy. Explica la légica del

resultado.

Solucion

Bajo la probabilidad neutral al riesgo, S; = Sy exp(r — 0/2)t + 0 B;), con lo
que el precio inicial del derivado es

Vo = e "TEq(Sr)
= ¢ TS/ AT R, (e75T)

e—rTSOG(r—U2/2)Te(02/2)T _ SO

Légicamente, en ausencia de oportunidades de arbitraje, un derivado que
paga exactamente St en el instante 7', tiene el mismo valor final que el propio
activo, con lo que su valor inicial ha de ser también el mismo, Vy = Sj.
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Ejercicio 87 Considera un activo cuyos precios en el tiempo siguen
un geométrico browniano de la forma

ds;

?t = /,Ldt+UdBt

1) Expresa el precio del activo en cada instante S, como funcién
det y de B,. Comprueba que, si u<t,

E (eS| F,) #e ™S,
salvo en el caso en que ;= r.

11) Obtén el valor en el instante inicial de un derivado que en T

paga h = S%/Q.

1) Idem para el derivado que paga una unidad si el activo al
vencimiento ha superado el valor ¢’ y 0 en caso contrario.

Solucion

1) El precio del activo viene dado por
o2
Sy = Soe(lh 2 >t+UBt

Entonces,

E(e S| Fu) = E(e‘”SOe<“_U22)t+"Bt|]-"u>

o2

_ E(Soe<“_’"_2>t+03t|]:u>

— 6(M—T)t]E (S()e—%t-i_aBt |JT_'U)
”2
— e(ufr)t50677u+03u

= elnleTrug — TS, & p=r
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11) El valor del derivado en t = 0 es

Bo(e™h) = Eq(c77SY?) = Bo (o s~ )

_ ( g3/2, 5—37 T+§'UBT>

_ 532 ()1, (coBr)

q 2
_ gz (ST
SO (&

111) En este caso,

Eg(e7""h) = Eq(e™I(Sr>eT))=e""P(Sr>e™)
= ¢ "T'P(S, e(r_%>T+UBT > ')
= e "TSyP(rT — ?T +oBr) > rT)

02
= e "SyP(oBr > ?T)

= ¢ TS,P(Br > %T)

= TS (1-0(212))

Ejercicio 88 Consideremos un activo financiero que sigue la
dinamica de precios S; = Syexp (ut—%Qt—l—aBt), donde B; es un
movimiento browniano y o y i son constantes. Sea una cartera
autofinanciada formada por o; unidades de activo seguro y [
unidades de S;. ;Qué proceso sigue dicha cartera?

Solucion

Denotando por ¢ la cartera descrita en el enunciado, su rendimiento viene
determinado por V; (¢) = awe™ + 3,S;. Entonces, utilizando el lema de It6
(considera f(t,x) = aue™ + [Byx) y teniendo en cuenta que, al ser una cartera
autofinanciada, es balanceada y, por tanto, e"'day + S;dS3; = 0, obtenemos

d‘/; (¢) = ertdozt + atre”dt + Std/ﬁt + ﬁtdSt = oztrertdt + ﬂtdSt
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__ Si consideramos el valor actualizado de la cartera, S, = e~ "S,, tenemos que
Vi (¢) = a; + BiS;, y se cumple

AV, () = doy + Sydf; + B,dS, = B,dS,

Ejercicio 89 Considera un activo cuyos precios en el tiempo siguen
un geométrico browniano de la forma

a5y = 0,2dt + 0,3d B,
St

1) Expresa el precio del activo S; en cada instante como funcién
det y de B;.

11) Obtén el precio en el instante inicial de un derivado que
produce una liquidaciéon en T igual a S3 + 2.

111) Calcula dicho precio para T =2, r =0,05 y So = 1.

Solucion

S; = Spexp ((/,L — 022) t+ aBt> = Spexp (<0,2 — O’§9> t+ O,SBt)

11) En funcién de la medida neutral al riesgo, tenemos que, de forma general,

o2
Sy = Spexp ((r — 2> t+ O’Bt>
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Por tanto,
Vo = e Eq (5% +2/S)
2
= ¢ TEg (53 exp ( ( — 02> T+ 30’BT) |SO> +2e7T

S3 exp <3 (r - 2> T— rT) Eq (exp (30 Br) |So) + 27

= Sgexp ((2r —30%/2) T) exp (96°T/2) + 2"
S5 exp ((27“ + 30 ) ) +2e7T

111) Sustituyendo los valores en la expresién del apartado anterior,

Vo = exp ((0,1+3-0,3%) 2) 4 2¢7*%? = 3,905
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